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新経済地理学 (NEG)分野で開発されたモデルを用いて，都市の人口集積特性が，2都市や円周都市経済とい
う空間設定を中心として研究されている．円周都市経済では，人口が集積した都市間の「空間周期の倍化現象」
により人口集積が進行することが明らかになっている．円周都市経済の研究は, このような理想的な集積挙動が
発生することから，2のべき乗の都市数を中心に行われており，都市数が奇数になる場合の集積特性は殆ど知
られていない．本研究では，奇数を含む一般の都市数に対する，NEGモデルの分岐理論を提案し，Forslid &
Ottaviano と PflügerのNEGモデルを用い，交通費用の低下に伴う，人口集積挙動を分岐理論と数値解析によ
り調べた．一様分布状態から発生する分岐の種類がモデルの設定と都市数に依存し，その結果，集積挙動が変
化することを明らかにした．

Key Words: racetrack economy, new economic geography, spatial period doubling, bifurcation

1. はじめに

経済のグローバル化や交通・情報網の整備に伴い，都

市間の競争が激化しており，都市の人口増加や減少が

注目を集めている．人口増を目指すべく，適切な都市

振興政策を立案し，実行するためには，人口の集積の

基礎メカニズムに関する理論的基盤が必要である．ど

のような大きさの都市がどのように分布するのかに関

しては種々の研究がなされている．例えば，中心地理

論1)では，正六角形上の都市分布が提案されているが，

幾何学的分析にのみ立脚しており，経済メカニズムが

取り組まれていないという批判がある2)．

都市の規模と輸送費の関係をミクロ経済学に基づい

て説明し，社会基盤整備が国土・地域構造に与える影

響を明らかにする研究が土木計画学分野でも蓄積され

ている3),4)．しかし，モデルの挙動に関する断片的な数

値解析例しか示されておらず，集積の一般的な特性を

明らかにするには至っていない．

都市・地域及び国際間における経済や人口の集積・分

散のメカニズムを説明する，新経済地理学や空間経済学

が近年注目を集めている．Krugmanや Fujita 他5),6),7)

は，Dixit & Stiglitzの独占的競争モデル8)を，空間経

済の一般均衡モデルに拡張し，輸送費の変化による工

業の集積現象を分析する，核周辺モデルを開発した．そ

の後，新経済地理学 (NEG)分野で種々のモデルが提案

されており9),10),11)，本研究で都市集積モデルとして用

いる (3 章) Forslid & Ottaviano モデル12) や Pflüger

モデル13)もその一種である．この種のモデルは，都市

間の輸送費用減少に伴う人口集積のミクロ経済学メカ

ニズムを説明できる特徴があり，社会基盤整備の影響

の予測 ·評価への応用が期待されている．NEGモデル

は大胆な仮定を多く用いているが，集積に関して示唆

に富む結果をもたらしている．

この種のモデルを用いるに際し，都市分布の適切な

設定は重要である．例えば，アメリカ東部では，アパ

ラチア山脈と大西洋にはさまれた帯状部に重要な都市

が集まっている．また，日本の太平洋沿岸にも大きな

都市が分布している．この種の都市分布のモデルとし

ては，線分上に等間隔または，一様に都市が分布する

線分都市経済が挙げられる．線分都市経済では，都市

の境界があるために，端部の都市が交通状況的に不利

な状況にある．線分都市経済は，都市間の平等性がな

いために，モデル解析が非常に困難であり，研究の蓄

積が比較的少ない．Fujita 他2) は，核周辺モデルと多

産業の空間経済とを組み合わせることにより，連続的

な線分都市経済 1 の集積を調べ，mono-center の周辺

に都市が形成され，hierarchical systemが自己組織化

するという，人口集積特性の一端を数値計算例に基づ

き，明らかにしている．

一方，本論文で集積挙動の空間モデルとしてとりあ

げる，円周都市経済は，円周上に等間隔または一様に都

1 原著では，「long narrow economy」と呼んでいる．
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市を配置するというモデルであり，実空間の都市分布

とは乖離している．しかし，全ての都市間で平等に競

争が行われるという理想化された状況であるため，人

口の集積分散の仕組みを理解しやすく，理論解析が容

易であるという利点がある．そのため，2 章にまとめ

るように，NEGモデルの集積分散挙動に関して数多く

の研究の蓄積がある．池田他14)は，円周都市経済と線

分都市経済の比較研究を行い，両経済の集積挙動に類

似性が存在することを明らかにしている．このことは，

円周都市経済の集積メカニズムを明らかにすることが，

線分都市経済さらには，線分上の都市群の集積メカニ

ズムを解明する上で重要であることを示唆するもので

ある．

円周都市経済の一連の研究で行われている理論解析

や数値解析は，4，6，8，16，64都市という２のべき乗

の都市数が主に用いられている．その理由としては，理

想的な集積挙動である空間周期倍化現象（4.(2)a)項参

照）がこのような都市数で発生するために，解析的な取

り扱いが容易であることが挙げられる．一方，Mossay

& Picardは15)，一様分布からは，奇数個の均等に分布

する都市しか存在しないという，都市数の設定に関す

る示唆に富む提案を行っている．

そこで，本稿では，Ikeda 他16),17) で都市数 n =

2k(k = 1, 2, ...)に対して，断片的に用いられている分

岐理論を，都市数に奇数を含む形で拡張し，円周都市

経済の分岐メカニズムと分岐により生じる集積特性の

全様を明らかにすることを目的とする．具体的な着眼

点としては，下記の事項を取りあげる．

• 円周都市経済の分岐の都市数依存性を理論的に明
らかにする．多段階の分岐や分岐解の安定性につ

いても言及する．また，既往の研究16),17) が，偶

数の都市数に対する，「周期倍化分岐」に注目して

いるのに対し，本研究では，奇数都市数に対する

「擬似的周期倍化分岐」という現象に注目すること

に新規性がある．

• 交通費用の低下に伴い，一様分布から最初に発生
する分岐の種類を特定する．Pflügerモデルに対し

ての都市数 n = 2k(n ≥ 3)の場合には，周期倍化

分岐が最初に発生することがわかっている21)．一

方，Forslid & Ottavianoモデルでは，その様な考

察はなされていない．そこで本論文では，数値解

析により，調べることとする．

• Pflügerモデルと Forslid & Ottavianoモデルにお

ける，集積特性の差異について調べる．既往の研

究では特定のモデルに注目する形で断片的な挙動

しか分析しておらず，完全に現象を明らかにして

いるとはいえない．

• 一様分布から発生する分岐直後の安定性を決定す

る要因を明らかにする．2都市の場合には，Pflüger

モデルでは，ピッチフォーク分岐，Forslid & Otta-

vianoモデルでは，トマホーク分岐をきっかけに，

人口集積が起こることが知られている．この差異

はモデル設定が，引き起こしていると考えられて

いるが，一部の都市数の分析しか行われておらず，

分岐直後の安定性を決定する理論的背景が明らか

にされていない．そこで，分岐直後の安定性を理

論的に分類し，経路追跡によりその妥当性を検証

する．

本論文の構成は以下のとおりである．第２章では，

円周都市経済の主要な関連研究を紹介する．第３章で

は，本論文で用いる標準的な新経済地理学モデルであ

る Forslid & Ottavianoモデルと Pflügerモデルを導入

する．第４章では，Ikeda 他16) による階層的分岐理論

の拡張を行う．第５章では，本研究で用いる dynamics

の特徴と 6章以降の数値計算の方法について述べる．第

６章では，一様分布から最初に発生する分岐を数値固

有値解析を用いて調べる．第７章では，数値計算によ

る解曲線を示し，集積挙動について言及する．

2. 関連する研究

円周都市経済に関して，数多くの研究がなされてい

る．Krugman 6) は，12都市に対する数値解析により，

集積パターンを観察している．Fujita 他7) は，線形化

固有値解析により，人口分布の種々の空間周期の発現

を調べている．Mossay18)や Picard & Tabuchi 19)は，

連続一様分布から離散的な集積の発現を示している．

円周都市経済において，どのような集積パターンが

発現するかということが，近年議論されるようになっ

ており，人口が集積する都市と分散する都市が互い違

いに発現する「空間周期倍化分岐 (period doubling bi-

furcation)」と，この分岐が繰り返し起こる「空間周期

倍化分岐カスケード (period doubling bifurcation cas-

cade)」の存在が明らかにされてきている．Tabuchi &

Thisse20)は，輸送費の低下とともに，人口集積の周期

倍化分岐が存在しうることを示し，さらに，複数の産業

がある場合に階層構造が創発することを計算例で示して

いる．Akamatsu 他21)は，空間割引行列と離散フーリ

エ変換を用いる集積経済の解析手法を提案し，Pflüger

モデルに対し，一様分布から周期倍化分岐をひき起こす

交通費用の値を与える公式を求めている．Ikeda 他16)

は，群論的分岐理論と数値解析を用いて，周期倍加分

岐のメカニズムを明らかにしている．Akamatsu 他22)

は Forslid & Ottavianoモデルと Helpmanモデルの 4

都市の円周都市経済の挙動を比較することにより，モ

デル特有の集積挙動を明らかにしている．
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3. 都市集積モデルと支配方程式

本章では，短期均衡を記述する Forslid & Ottaviano

（FO）モデル12)や Pflüger（Pf）モデル13)と同一の仮定

に基づく多都市モデルと長期均衡を記述する replicator

dynamicsを導入する．

(1) 一般的な枠組み

労働者を，その生産能力に応じて，skilled worker(生

産能力の高い労働者)と unskilled worker(生産能力の低

い労働者)に分類する．skilled workerは立地点間をよ

り効用の高いほうへ自由に移動することができ，都市 i

における数を λiとする．総数は，H であり，不変とす

る．すなわち，以下の人口の保存則が成り立つ．
n−1∑
i=0

λi = H (1)

unskilled workerは都市間を移動せず，それぞれの立地

点に均等に分布すると仮定する．各都市に 1単位だけ

存在するように人口の単位を定義し，その総数は 1×n

であるため，都市 i の総人口は λi + 1 となる．これ以

降「skilled workerの人口」を「人口」と適宜略して呼

ぶこととする．

離散的な n個の都市 i = 0，1, . . . , n − 1が存在する

円周都市経済を考える．経済は，農業と工業の 2部門

からなり，農業部門は収穫一定の技術により，unskilled

workerの労働を生産要素として 1種類の同質な財を生

産する完全競争的な部門である．工業部門は，収穫逓

増の技術により，skilled workerと unskilled workerの

労働を生産要素として，差別化された財を生産する独

占競争的な部門である．「農業」「工業」という言葉を必

ずしも文字通りに解釈する必要はない．この部門を定

義する特徴としては，収穫一定の技術を持つ完全競争

的部門と収穫逓増の技術をもつ不完全競争的な工業部

門に意味がある．

(2) 消費者行動

各モデルの都市 i の消費者は直接効用関数 Ui(C
M
i ，

CA
i )を所得制約 Yiの下で最大化するように，工業財と

農業財の消費量，CM
i ，CA

i を次式に基づき決定する．

min
CM

i ，C
A
i

Ui (CM
i ，C

A
i ) (2)

s．t．Yi = pAi CA
i +

∑
j

∫
k∈Nj

pij(k)qij(k)dk (3)

[FOモデル]: Ui = µ lnCM
i + (1− µ) lnCA

i

[Pfモデル]: Ui = µ lnCM
i + CA

i

ここで，µ ∈ (0，1)は工業財への支出割合を表す定数，

pAi ＝ 1は都市 iにおける農業財の価格である．kは，工

業財の種類を表すインデックスであり，常に工業財の

種類が連続的活無限に存在するとし，連続変数と仮定

する．pij(k)，qij(k)は，都市 j で生産され，都市 iで

消費される工業財の種類毎の価格，消費量を表す．Nj

は都市 j で生産された工業財の種類 kを要素に持つ集

合である．また，工業財の消費量 CM
i は，工業財の消

費量 qij(k)を代替の弾力性 σ > 1を用いて集計した

CM
i =

(∑
j

∫
k∈Nj

qij(k)
(σ−1)/σdk

)σ/(σ−1)

(4)

によって定義される．

上記の効用最大化問題を解くことにより，農業財工

業財の消費量が価格 pAi ，pij(k)，所得 Yiの関数として，

次のように誘導される．

[FOモデル]:

CA
i = [(1− µ)/pAi ]Yi CM

i = (µ/ρi)Yi

qij(k) = sij(k)Yi (5)

[Pfモデル]:

CA
i = Yi/p

A
i − µ CM

i = µpAi /ρi

qij(k) = sij(k) (6)

ここで sij(k)は，

sij ≡ µpAi {pij(k)}−σρσ−1
i (7)

であり，ρi は，都市 iでの工業の価格指数

ρi =
(∑

j

∫
k∈Nj

pij(k)
1−σdk

)1/(1−σ)

(8)

である．導出した工業財の消費量は所得 Yiの消費者が

消費する量である．そのため都市 i全体で消費する都

市 j で生産された工業財 kの消費量Qij(k)は，skilled

worker の各都市の人口を λ=[λ0，λ1, ..., λn−1]，都市 i

における skilled worker の賃金を wi とし，unskilled

workerの賃金を wL
i とすると，

[FOモデル]: Qij(k) = sij(k)(wiλi + wL
i ) (9)

[Pfモデル]: Qij(k) = sij(k)(λi + wL
i ) (10)

(3) 輸送

農業財は都市間を無料で輸送され，工業財の輸送は

氷塊輸送の形をとると仮定する．1単位の工業財を都市

iから都市 j ̸= iに輸送すると，その一部分 1/ϕij < 1

だけが実際に到達し，残りは解けてしまうと考える．そ

のため， 工業財の都市 iでの供給量 xi(k)は，

xi(k) =
∑
j

ϕijQij(k) (11)

により与えられる．具体的には，都市 iと都市 j間の輸

送費 σij は，次式で与えられる．

ϕij = exp(τDij) (12)

ここで，τ は輸送費パラメータであり，Dij は都市 iと

都市 j 間の最短距離を表す．
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(4) 生産者行動

農業部門は完全競争的であり，同一の財を生産し，収

穫不変の技術に従うので，1単位の unskilled workerに

より，1単位の財が生産されると基準化できる．限界費用

原理と農業財の輸送費がかからないことから，unskilled

workerの賃金 wi Lは全ての都市において，農業財の

価格に等しく，pAi = wL
i = 1(i = 1, ..., n)が成り立つ．

工業部門では，企業はDixit-Stiglitz型の独占的競争

を行う．自由に参入撤退できると仮定した企業が，収穫

逓増の技術により差別化された工業財を生産する．規

模の経済，消費者の多様性の選好，ならびに供給でき

る財の種類に制限がないことから，どの企業も必ず他

の企業とは異なる種類の財を生産する．そのため，企

業数 niは供給される財の数と等しくなる．また企業は

工業財を生産するために skilled workerの労働 α単位

と，生産量 xi(k)に比例した unskilled workerの労働を

βxi(k)単位を生産要素として投入すると仮定する．こ

のことから都市 iにおける企業数 niと居住する skilled

workerは，ni = λi/αという関係を持つ．このことから

工業財の生産費用関数 c(xi(k))は，次式のようになる．

c(xi(k)) = αwi + βxi(k) (13)

企業は価格指数 ρi，消費者の需要関数 (9)，(10)を所

与として企業は利潤を最大化する工業財の価格 pji(k)

を設定する．そのため企業の利潤最大化行動は次のよ

うに定式化できる．

max
pji(k)

∑
j

pji(k)Qji(k)− c(xi(k)) (14)

この企業の最適条件と工業財の需要関数 (9)，(10)より，

工業財の価格 pji(k)が次のように導出される．

pji(k) =
σβ

σ − 1
ϕji (15)

このように工業財の価格は，財の種類 kには依存しな

い．そのため，Qij(k)，xi(k)も同様に，財の種類 kに

は依存しない．そこで以降は pji，Qij(k)，xi(k)と省略

する．この財の価格を価格指数 (8)に代入すると

ρi(k) =
σβ

σ − 1

( 1

α

∑
j

dijλj

)1/(1−σ)

(16)

と求められ，dij = ϕ1−σ
ij は交易に関する条件を表す．

(5) 短期市場均衡

財の生産消費量と賃金，財の価格は，skilled worker

が移住できないほど，短期間で均衡すると仮定する．こ

の状態を”短期均衡状態”と呼ぶ．短期均衡状態では，企

業の参入撤退が自由であることから，企業の利潤は常

にゼロとなる．したがって skilled workerの賃金は以下

のように求められる．

wi(λ，τ) =
1

α

(∑
j

pjiQji(λ，τ)− βxi(λ，τ)
)

(17)

(17)に (9)，(10)，(11)，(15)を代入することにより，

市場均衡賃金が以下のように求められる．

[FOモデル]:

wi(λ，τ) =
µ

σ

∑
j

dji
∆j(λ，τ)

[wj(λ，τ)λj + 1] (18)

[Pfモデル]:

wi(λ，τ) =
µ

σ

∑
j

dji
∆j(λ，τ)

(λj + 1) (19)

ここで，∆i(λ)は，都市 iの工業市場の大きさを表す市

場であり，dji/∆j(λ)は都市 iの企業が都市 jで獲得で

きる工業財のシェアの大きさを表す指標と考えられる．

さらに (9)，(10)，(16)，(18)，(19)を (5)，(6)に代入

し，Si(λ，τ) = (σ − 1)−1 ln∆i(λ，τ)とおくことにより

間接効用関数 vi(λ，τ)が以下のように求められる．

[FOモデル]:

vi(λ，τ) = µSi(λ，τ) + ln[w(H)(λ) +w(L)(λ)] (20)

[Pfモデル]:

vi(λ，τ) = Si(λ，τ) + σ−1[w(H)(λ) +w(L)(λ)] (21)

式中，結果に影響を与えない定数項は無視している．

(6) skilled workerの都市選択行動と空間均衡

長期的には，skilled workerは，自らの得る効用を最

大化するように労働居住する都市を選択することがで

きる．この skilled workerの都市選択行動および移住行

動が長期的に落ち着く状態を長期均衡状態と呼ぶ．長

期均衡を定義するにあたり，skilled workerの移住ダイ

ナミクスを考える．本研究ではこの調整ダイナミクス

として，一般的なCore-Peripheryモデルで用いられる，

replicator dynamicsを採用する．

dλ(τ)

dτ
= F (λ, τ) ≡ diag[λ](v(λ，τ)− v̄(λ，τ)1) (22)

v̄(λ，τ) ≡ H−1λTv(λ，τ) (23)

この調整ダイナミクス (22)より，長期均衡状態を定義

する．長期均衡状態 λ∗は，調整ダイナミクスの定常状

態とする．すなわち，次式を満たす人口分布 λ∗が長期

均衡状態である．

F (λ∗, τ) = 0 (24)

このモデルでは人口の保存則 (1)が自動的に満たされ

ている．この都市の各都市の人口シェアと輸送費パラ

メータを未知変数とする非線形方程式で記述され，こ

の非線形方程式を解くことで，輸送費の変化に対する

各都市の人口の集積分散の過程を調べることが可能と

なる．この非線形方程式の解は，5.(3)節で簡単に紹介

する，計算分岐理論23) により求める．
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4. 円周都市経済の分岐メカニズム

円周都市経済の集積挙動において，その対称性と分

岐は重要な位置をしめる．対称性を持つ系は，対称性

破壊分岐による形態変化やパターン形成のメカニズム

を持つ24),25)．この種の分岐の仕組みは，群論的分岐理

論により体系化に記述されており，「対称性を持つ系は，

分岐を起こさずに対称性を失うことはない」などの重

要な帰結が導かれている．

円周都市経済のように，二面体群 Dn の対称性を

持つ系の可能な分岐は，分岐理論により調べられてい

る24),25)．NEGモデルの円周都市経済上の集積挙動に

対する近年の研究16),20),21) により，どのような分岐解

が発現しやすいかが明らかにされてきており，「空間

周期倍化分岐カスケード」による集積のメカニズムが

注目を集めている．しかし，これらの研究は，都市数

n = 2k(k = 1, 2, . . .)に限定する形で行われている．そ

こで，ここでは，任意の都市数 nに対する分岐の仕組み

を，群論的分岐理論24)にもとづき，調べることとする．

(1) 二面体群 Dn

n 都市からなる円周都市経済とその一様分布の対称

性は，下記の二面体群 Dn により表される．

Dn = {(rn)i, s(rn)i | i = 0, 1, . . . , n− 1}

= {e, rn, . . . , (rn)n−1, s, srn, . . . , s(rn)
n−1}(25)

ここで, e は恒等変換を, s は 3次元座標系において yz

平面に関する鏡映変換を, (rn)
j は z 軸に関する反時計

回りの 2jπ/n (j = 1, . . . , n− 1) の回転変換を表す．

(2) 一様分布からの分岐:対称性破壊分岐

Dn 不変な一様分布上の特異点における Jacobi行列

J は，ある座標変換行列H により対角化され，

HTJH =

diag(g(+), g(−), g(1), g(1), . . . , g(jmax), g(jmax))

n = even

diag(g(+), g(1), g(1), . . . , g(jmax), g(jmax))

n = odd

(26)

となる．ここで，

jmax = ⌊(n− 1)/2⌋， n ≥ 3 (27)

であり，⌊x⌋は xの値を超えない最大の整数を表す．周

波数の比 n/jmax は，2 < n/jmax ≤ 3 n ̸= 4

n/jmax = 4 n = 4
(28)

を満たす．そして，座標変換行列H は，

H =

(η(+),η(−)) for n = 2

(η(+),η(1),1,η(1),2, . . . ,η(jmax),1,η(jmax),2)

for n ≥ 3 and odd

(η(+),η(−),η(1),1,η(1),2, . . . ,η(jmax),1,η(jmax),2)

for n ≥ 4 and even

(29)

により与えられる．座標変換行列 H の列ベクトルは，

離散 Fourier級数により，

η(+) =
1√
n


1
...

1

 , η(−) =
1√
n


cosπ · 0

...

cos(π(n− 1))

 ,

η(j),1 =

√
2

n


cos(2πj · 0/n)

...

cos(2πj(n− 1)/n)

 ,

η(j),2 =

√
2

n


sin(2πj · 0/n)

...

sin(2πj(n− 1)/n)

 ,

(j = 1, . . . , jmax) (30)

と与えられ，各列ベクトルは，Jacobi行列 Jの固有ベク

トルに対応する．η(+)は最大の周波数 nを持ち，η(−)

は次に大きな周波数 n/2を持つ．η(j),i（i = 1, 2)は周

波数 j を持ち，その最大値は，jmax である．

調整ダイナミクスの Jacobi行列 J のある固有値が，

輸送費用 τ の低下により，0になるとき特異点が発生す

る．一様分布上の特異点は，式 (26)から，分かる様に，
τの極大 ·極小点： g(+) = 0

単純分岐点： g(−) = 0 (n = even)

2重分岐点： g(j) = 0

と分類される．

a) 単純分岐：空間周期倍化

都市数 nが偶数の場合に存在する，g(−) = 0に対応

する単純分岐点では，空間周期倍化が発生する．人口

が集積する都市と減少する都市が互い違いに発生し，

Dn → Dn/2

という対称性の低下が起こる．これにより空間周期が，

Tn = 2π/n → Tn/2 = 4π/n

と 2倍化する．都市数が n = 2k(k = 1, 2, . . .)の場合に

は，輸送費 τ の低下に伴い，

Dn → Dn/2 → · · ·D2 → D1

という階層的分岐により，

Tn = 2π/n → 4π/n → · · ·π → 2π
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と空間周期倍化が繰り返し起こる「空間周期倍化分岐

カスケード」が発現するメカニズムが存在する16),21)．

b) 2重分岐:擬似的空間周期倍化と空間周期 3倍化

g(j) = 0に対応する 2重分岐では，

Dn → Dn/n̂

という対称性低下が起きる．ここで，

n̂ = n/ gcd(n, j) ≥ 3

であり，gcd(n, j)は空間周波数 j と都市数 nの最大公

倍数を表す．この時，空間周期が n̂倍化する．

n̂ = 3に対応する空間周期 3倍化分岐は，都市数 n

が 3の倍数の場合に発生する．この分岐では，

Dn → Dn/3

と対称性が低下し，それに伴い

Tn = 2π/n → Tn/3 = 6π/n

と「空間周期 3 倍化」が発現する．都市数が n = 3k

(k = 2, 3, . . .) の場合には，空間周期倍化分岐カスケー

ドと同様に，繰り返し発生するメカニズムが存在する．

jmaxは，式 (27)で与えられるように，空間周期倍化

の波数 j = n/2（n = oddの場合には，存在しない）に

最も近い波数である．この波数 j = jmaxに対応した分

岐による周期倍化に類似した集積挙動を「擬似的空間

周期倍化」と呼ぶ．この分岐では，

Dn → Dgcd(n,jmax) =

D1 n = odd

D1 or D2 n = even
(31)

という対称性の低下が起こる．この証明を，以下に示す．

証明 擬似的空間周期倍化分岐後の分岐解の対称性は，

n が偶数のときは Dgcd(n,n/2−1)(n ≥ 4) である．

gcd(n, n/2− 1) = p（pは正の整数)とおくと，

n = pk,
n

2
− 1 = pm,

ここで，k，mは，互いに素な正の整数で，この式

から p(k− 2m)＝ 2となり，p = 1または，2であ

り，分岐解は，D1または，D2不変である．一方，

nが奇数のときには，Dgcd(n,(n−1)/2)(n ≥ 5) であ

る．gcd(n, (n− 1)/2) = pとおくと，

n = pk,
n− 1

2
= pm

より，p(2k −m) = 1となり，p = 1となる．

式 (31)の右辺の D1，D2 不変な系では，2重分岐が存

在せず，擬似的空間周期倍化を起こさないことより，以

下の定理が成り立つ．

定理 1 擬似的空間周期倍化の発生は一度のみである．

ちなみに，数値解析により調べる実挙動において（6

章参照），g(j) = 0に対応する 2重分岐の内，交通費

用の低下に伴い最初に起きるのは，n̂ = 3と jmaxに対

応する分岐であり，実挙動の理解において重要である．

Ikeda 他16) では，取り扱われていない，これらの分岐

を取り扱うことが本論文の新規性である．

(3) 多段階の分岐

Dn不変系の分岐の仕組みは，図-1に示す様に都市数

nの変化に対して大変敏感である．図中，太矢印が 2重

分岐を，細矢印が単純分岐を表す．n = 12のように約

数が多い都市数 nでは，分岐パターンが多く発生し，対

称性が段階的に低下する．一方 n = 3, 5, 7のように n

が素数の場合には，一回の分岐でDnからD1に対称性

が低下する．この様には，n = 2k に対する分析だけで

は，一般の都市数 n対する分岐の全様を知ることが出

来ない．

図–1: Dn の分岐の仕組み (Cn 不変な解への分岐は，

NEGモデルの実挙動において重要な位置を占めないの

で省略する)

(4) 安定性

集積挙動の経路追跡における情報の一つである分岐

直後の安定性についてまとめる．安定な一様分布状態

からの分岐直後の安定性は分岐の種類により，以下の

ように分類される（文献24)の p.223参照）．ただし，2

重分岐により，異なる経路が 2本発生することには，注

意する必要がある．

単純分岐（空間周期倍化）の分岐経路の安定性は，以

下のように分類される．{
supercritical 型 : 安定

subcritical 型 : 不安定

2重分岐（n̂ = 3，空間周期 3倍化）の場合，1本の分

岐経路は supercritical型，1本は subcritical型で

あり，分岐経路は，常に不安定である．ちなみに

supercritical 型分岐は，経済学分野ではピッチフ

ォーク分岐と，subcritical型分岐は，トマホーク分

岐とそれぞれ呼ばれている．

2重分岐 (n̂ ≥ 5，擬似的空間周期倍化) の場合，2 本
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の分岐経路の安定性は，以下のように分類される．{
supercritical 型 : 1本は安定，1本は不安定

subcritical 型 : 2本とも不安定

2重分岐 (n̂ = 4) の場合，2本の分岐経路の安定性は，

以下のように分類される．
supercritical 型 : 1本は安定，1本は不安定

subcritical 型 : 2本とも不安定

混合型 : 2本とも不安定

5. replicator dynamics特有の分岐挙動とそ
の分岐解析法

本研究で用いる replicator dynamics特有の分岐挙動

と，次章以降で用いる数値解析手法を紹介する．

(1) 端点解への分岐：対称性保存

式 (22)の右辺が (vi− v̄)λiと因数分解されている影響

により，2つの平衡経路の交差点に transcritical型分岐

が生じる17)．この分岐による釣合い経路の性状を図-2に

示す．実線が安定解，点線が不安定解，•は transcritical

型分岐を表す．transcritical型分岐において，λi = 0と

vi − v̄ = 0の経路が交差しており，分岐点を境に λi も

しくは vi − v̄ の符号が変わり，安定性が変化する．こ

の時，対称性が崩れることなく経路が切り替わる．こ

のような分岐を，4.(2)節で紹介した対称性破壊分岐に

対して，対称性保存分岐と呼ぶ．

(2) 自明解の存在

均衡解には，自明解：輸送費用の変化に対して不変な解 (λ, τ)

非自明解：輸送費用の変化に対して変化する解 (λ, τ)

の 2種類がある．自明解は，後述する数値解析による分

岐解の追跡において，起点となる重要な解である．円

周都市経済の replicator dynamics を用いる NEGモデ

ルには，自明解が存在し，自明解について，下記の定

理が成り立つ．

定理 2 人口が 1/m（1 ≤ m ≤ n）となる都市がm個存在

し，その他の都市の人口が 0となる解 λ∗ を考え

る．人口が存在する全都市の交易条件が同一であ

る場合，この解 λ∗ は自明解である．

証明 人口が存在する都市を i∗ = 1, . . . ,mと，人口が 0

である都市を i∗ = m + 1, . . . , nと番号付けする．

このとき，人口が存在する都市では，交易条件が

同一であることから，vi∗ = v̄ (i∗ = 1, . . . ,m)が

成り立ち，その他の都市の人口が 0となることか

ら，λi∗ = 0 (i∗ = m+1, . . . , n)が成り立つ．この

とき，長期均衡状態の式 (24)が，輸送費パラメー

図–2: transcritical型分岐挙動の模式図

(a) 自明解

(b) 非自明解

図–3: 都市数 n = 6の自明解と非自明解

タ τ の値によらず成り立つので，(λ∗, τ)が自明解

であることが分かる．

この定理 2 は，本論文が新規に提案するものである

（Ikeda・Murota17) は，3.2.3項で自明解について言及

しているが，この定理 2には至っていない）．この定理

2により求めた 6都市の場合の自明解を図-3(a)に示す．

一方，図-3(b)に示す様な，人口が残った都市の交易条

件が異なる (λ)は，自明解ではなく，均衡解であるか

すら不明である．交易条件が同一であることは，直観

的には，幾何学的に対称な位置にあることを意味する．

(3) 経路追跡

円周都市経済の釣り合い解を網羅的に求める手法と

して，計算分岐理論23)による経路追跡が提案されてい

る．非自明解の経路追跡は，非常に複雑である．これ

に対し，自明解の解析は，遥かに簡単であり，非自明解

の経路を求める起点として大変重要である．また，安

定な集積の進行についても，重要な情報を与えうる．

経路追跡の手順は以下の通りである．

Step1 5.(2)節で紹介した自明解を得る．

Step2 自明解 (一様分布も含む)における Jacobi行列 Jの

固有値解析により，分岐点 (λ, τ)と J(λ, τ)η = 0

となる固有ベクトル ηを得る．さらに，自明解を
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安定解と不安定解に分類する．

Step3 計算分岐理論23)における経路切り替え手法により，

全ての自明解からの分岐経路を得るとともに均衡

解の安定性を調べる．

Step4 Step2と Step3を繰り返し，全ての均衡経路を得る

Step5 輸送費用 τ を減少させた時，安定解となる均衡解

の経路を選択する．

6. 一様分布から最初に発生する分岐

4.(2)節で示したように，一様に人口が分布する状態

からの分岐の種類は複数存在する．この中で最も重要

な分岐は，最初に発生する分岐である．高山 ·赤松26)

は，social interactionモデルに対して，一様分布状態

から最初に発生する分岐の種類が，パラメータの値の

設定に依存し，変化することを明らかにしているが，6

都市の場合しか調べていない．これに対し，本稿では，

種々の都市数に対し，一様分布状態から

• 空間周期倍化分岐
• 空間周期 3倍化分岐

• 擬似的空間倍化分岐
の内，どの分岐が最初に発生しやすいかを，5.(3)節で

紹介した，一様分布上に対する数値固有値解析を用い

て調べる．対象とする都市数は，以下の通りである．

• 空間周期倍化と空間周期 3倍化が発生する 6都市

• 空間周期倍化と擬似的空間周期倍化が発生する 8

都市と 10都市

• 擬似的空間周期倍化と空間周期 3倍化が発生する

9都市

• 3つの現象が発生する 12都市

2章で紹介したFOモデルとPfモデルを用い，円周上

に等間隔に配置したn都市の間を円弧状の道で結ぶこと

とする．本研究では，skilled workerの総人口は，H = 1

とし，モデルのパラメータの値は (µ, σ) = (0.4, 10.0)を

基準値とする．ここで，µ は工業財への支出割合を示

し，σ は工業材の代替の弾力性を表す．

(1) µの値の影響

パラメータµの値が大きいと，規模の経済性を持つ工

業製品割合が増加するため，集積力が増加する．σ = 10

に固定し，µ = 0.1, . . . , 0.9の場合の固有値解析を行っ

た．パラメータ µの影響による，一様分布上の分岐の

発生順序の変化を Pfモデルと FOモデルに対し，図-4

と図-5に示す．横軸はパラメータ µ，縦軸は輸送費用 τ

を表す．空間周期 T が小さい分岐から順に黒，赤，青，

緑，橙の曲線を用いて表す．

Pfモデルの都市数 n = 6に対する分岐点における輸

送費用の値は，図-4(a)に示すように，上から黒線で示

す空間周期倍化，赤線で示す空間周期 3倍化 (n̂ = 3, j =

jmax = 2)，青線で示す低周波分岐 (j = 1)という順番

になっており µの値の影響を殆ど受けていない．同様

に，他の都市数に対しても Pfモデルにおいては，µの

影響を全く受けず，空間周期倍化分岐が最初に発生し

ていることが分かる．これは，Pfモデルが効用関数に

準線形効用関数を用いていることによるものである．

一方，FOモデルでは，6，10都市の場合，パラメー

タ µの値の変化に伴い，最初に発生する分岐の種類が

変化している．6 都市の場合には，最初に発生する分

岐は，µ < 0.7の範囲で，空間周期 3倍化 (n̂ = 3, j =

2)，µ＞ 0.7 で空間周期倍化である．10 都市の場合に

は，µ＝ 0.5において同様な変化が起きている，また，

8 都市の場合には，空間周期倍化と擬似的空間周期倍

化 (j = jmax = 3)が発生するが，常に空間周期倍化分

岐が最初に発生している．同様に，9都市の場合には，

擬似的空間周期倍化 (j = jmax = 4)と空間周期 3倍化

(n̂ = 3, j = 3)が発生するが，常に擬似的空間周期倍化

が最初に発生している．

この様に，µが小さく，分散力が卓越する場合には，

分岐の発生順序と空間周期の順序が逆転する場合が見

られた．また，最初に発生する分岐以外の分岐におい

ても，分岐の発生順序の逆転が見られる.

(2) σの値の影響

もう一つのパラメータ σは，工業製品の多様性を選

考する度合いを表し，σの値が大きいほど差別化された

財は，農業品とほぼ完全な代替財となる．σの値が小さ

いほど，多様な工業製品を消費する要求が強まるので，

集積力が大きくなる．µ = 0.4は共通として，σ > 1で

あることから σ = 2, 3, ..., 15と変え，σの値の影響を調

べることとする．各都市数に対する σの値による一様

分布上の分岐点における τ の値の変化を図-6と図-7に

示す．この結果，FOモデルにおいては，n = 6, 10都

市において分岐の発生順序が逆転するというパラメー

タ µの場合と同様の傾向があることが判明した．Pfモ

デルの場合には，6，10都市において，今回調べた範囲

で逆転は発生しなかった．Pfモデルの分岐の発生順序

は，パラメータ σの影響を受けにくいことが分かる．

(3) 考察

パラメータ µ, σの変化に伴い，最初に発生する分岐

の種類がどう変化するかを調べた．Pfモデルでは，都

市数が n = 2k(n = 4, 8)の場合，最初に「周期倍化分

岐」が発生することは，Akamatsu 他21)の理論予測と

整合している．本結果は，より一般的な n（全ての偶

数）に対する，この理論の拡張可能性を示している．一

方，FOモデルでは，n = 2k(n = 4, 8)の場合には，Pf
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図–4: パラメータ µの影響 (Pfモデル)
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図–5: パラメータ µの影響 (FOモデル)
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図–6: パラメータ σの影響 (Pfモデル)
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図–7: パラメータ σの影響 (FOモデル)

モデルと同様に「周期倍化分岐」が最初に起きるとい

う命題が成立する．しかし，一般の n = evenの場合に

は成立しない．この結果より，以下の傾向があること

が判明した．

• 都市数が，n = 2× evenの場合に空間周期倍化分

岐が必ず最初に発生する．

• 都市数が，n = oddの場合には，擬似的空間周期

倍化分岐が必ず最初に発生する．ただし，n = 3の

場合，擬似的空間周期倍化の波数と空間周期 3倍

化がともに波数 j = 1 であり，一致するため，擬

似的空間周期倍化に代わり空間周期 3倍化が発生

する．
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• 都市数が n = 2 × oddの場合には，パラメータに

依存して，集積力が弱い場合に，擬似的空間周期

倍化分岐が発生し，集積力が強い場合には，空間

周期倍化分岐が発生する．6都市の場合には，擬

似的空間周期倍化の波数と空間周期 3倍化の波数

j = 2が一致がしており，擬似的空間周期倍化に代

わり空間周期 3倍化が発生する．

• このように，空間周期 3倍化が，最初に発生する

のは，波数の一致が起こる 3，6都市の場合に限ら

れ，9，12都市では，最初に発生しない

7. 都市数が集積挙動に及ぼす影響

本章では，5.(3) 節で紹介した分岐解の追跡法によ

り，非線形方程式 (24)の解として，分岐挙動を求める．

6 章と同様に，skilled worker の総人口は，H = 1 と

し，NEGモデルのパラメータの値としては，(µ, σ) =

(0.4, 10.0) を用いる．

各モデルの，都市数 n = 3 ∼ 10, 12 の場合に対し

て解析を行った．一様分布からの分岐は，n = 3 ∼ 6

では，全ての空間周波数に対して経路追跡を行ったが，

n = 7 ∼ 10, 12の経路に関しては，安定化する空間周

波数に対してのみ経路追跡を行った．

(1) 簡単な例 (4都市モデル)

都市数 n = 4に対する，Pfモデルと FOモデルの人

口最大都市の輸送費用-人口比率曲線を図-8に示す．安

定解を実線で，不安定解を破線で表しており，縦軸は

最大都市人口 λmaxを用いることとする．また，横軸 τ

は輸送費であり, τ = 0に近いほど輸送費が低いことを

表す．丸は対称性破壊分岐点を，三角は transcritical型

分岐点を表す．

Pfモデルでは，輸送費 τ の低下に伴い，周期倍化分岐

カスケードにより人口集積が進行している．すなわち，

周期倍化分岐点Aにおける空間周期倍化，transcritical

型分岐点 Cにおける 2都市への移行，分岐点Dにおけ

る再度の空間周期倍化，transcritical型分岐点 Eにお

ける 1都市への移行などを経て，集積が進行している．

2重分岐点 B により発生する経路は，常に不安定な経

路であった．定理 2により得られる自明解は，図-8(a)

の解曲線上で，輸送費用 τ の低下に伴い，人口変化を

起こさず，安定性のみが変化している．また，非自明

解は，自明解をつなぐ様に存在することが分かる．

FOモデルの場合，分岐直後の安定性は異なるものの，

安定解の種類と τ の減少に伴う，その推移の様子はよ

く似ていることが分かる．
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(a) 輸送費−人口比率曲線（Pfモデル）
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(b) 輸送費−人口比率曲線（FO モデル）

図–8: 都市数 n = 4の人口集積挙動

(2) 種々の都市数における集積挙動 (Pfモデル)

図-9に都市数 n = 3, 5 ∼ 10，12の場合の安定解を中

心としたPfモデルの輸送費用-人口比率曲線を示す．都

市数 nがどのような約数を持つかにより，安定解の推

移が大いに異なることが見てとれる．

都市数 n =4，8という n = 2k のタイプに属する場

合には，周期倍化分岐カスケードが卓越しており，安

定解が連続的に存在する．全ての都市数を通じて，空

間周期倍化（n = 4, 6, 8, 10, 12)や空間周期 3倍化 (n =

3, 6, 9, 12)により発生する対称性の高い自明解は安定化

する傾向が高く，安定解の推移を殆ど支配しているこ

とが分かる．一方，n = even（n = 4, 6, 8, 10, 12)に属

する場合に発生する擬似的空間周期倍化により派生し

た経路群は，一部しか安定化していない．

一方，n = 5, 7, 9の場合には，最初に擬似的空間周

期倍化分岐が発生した後，τ の減少に伴い，非自明解に

沿って，残存する人口が減少し，人口の消失に至ると

いう挙動がよく見られた．

都市数が多くの約数を持つ場合（n = 6, 8, 9, 10, 12)

には，複数の安定解が発生する．特に，10都市では，解

曲線が最も複雑化しており，最初に発生する空間周期

倍化分岐と次に発生する擬似的空間周期倍化分岐から

第 53 回土木計画学研究発表会・講演集

 2648



派生する多くの安定解が存在する．

以上のことより，都市数 nを以下のように大別する

ことができる.

自明解が支配的な都市数 n = 4, 8 : (n = 2k)

n = 3, 6, 12 : (n = 2k × 3)
(32)

非自明解が支配的な都市数{
n = 5, 7, 9 : nが 3以外の奇数

n = 10

都市数 nの大小に関わらず，(32)に示す様に，自明解

が支配的な場合には，τ の減少に伴う安定解の推移の記

述が容易である．

(3) Pfモデルと FOモデルの比較

図-10に示す FOモデルの輸送費用-人口比率曲線を，

図-9 に示す Pf モデルの曲線と比較すると，分岐直後

（特に，周期倍化分岐）の安定性は異なるものの，安定

解の種類と τ の減少に伴う，その推移は良く似ている

ことわかる．特に，自明解の安定性に関しては，両モ

デルは類似した挙動を示している．このことは，両モ

デルの差異にも関わらず，円周都市経済の分岐が都市

数 nに依存するという一般的な特性が強く表れている

ことを示している．

(4) 分岐直後の安定性

一様分布から発生する分岐直後の安定性を決定する

要因を明らかにする．2都市の場合には，Pflügerモデ

ルでは，ピッチフォーク分岐，Forslid & Ottavianoモ

デルでは，トマホーク分岐をきっかけに，人口集積が起

こる．この様に，安定性の差異をモデル設定の違いが，

引き起こしていると考えられている．しかし，一部の

都市数の分析しか行われておらず，分岐直後の安定性

を決定する理論的背景が明らかにされていない．そこ

で分岐直後の安定性を理論的に分類し，経路追跡によ

りその妥当性を検証する．

モデルと分岐点の種類ごとに，安定な一様分布状態

からの分岐直後の安定性（4.(4)節参照）を数値解析結

果に基づき分類する．

単純分岐（空間周期倍化）{
Pfモデル : supercritical 型

FOモデル : subcritical 型

2重分岐（n̂ = 3，空間周期 3倍化）空間周期 3倍化分

岐による分岐解は，どのようなモデルや都市数で

あっても必ず不安定であった．これは，理論予測24)

に整合した結果である．

2重分岐 (n̂ ≥ 5，擬似的空間周期倍化){
Pfモデル : supercritical 型

FOモデル : subcritical 型

2重分岐 (n̂ = 4，擬似的空間周期倍化) 安定な一様分

布から発生せず，4.(4)節の分類に該当しなかった．

空間周期 3倍化分岐を除き，Pfモデルは，supercrit-

ical型分岐，FOモデルは，supercritical型分岐であり，

一貫した特徴が伺える．

一様分布状態からの 1次分岐以外の対称性破壊分岐の

安定性については，上記の見解が必ずしもあてはまらな

い．図-10(e)は 8都市のFOモデルであるが，D4 → D2

に移行するときに supercritical型分岐が発生する．図-

10(h)は，12都市の FOモデルだが，D6 → D3に移行

する場合も同様に supercritical型分岐であり，1次分岐

と異なる傾向がある．

また，擬似的空間周期倍化の集積過程で対称性破壊

分岐が発生し，D1 → C1に移行する分岐経路も発見し

た．この分岐経路の安定性は，Pfモデルでは，super-

critical型分岐であり，一貫しているが，FOモデルで

は，supercritical 型と supercritical 型が混在している．

(5) 都市数 n− 1, n, n+ 1の解析

都市数が n − 1，n，n + 1に対しては，その奇偶の

変化に伴い，空間周期倍化と擬似的周期倍化が交互に

発現する，Pfモデルに対し，このように都市数が変化

する場合の輸送費-人口比率曲線の比較を図-11に示す．

図-11(a)に示す 4，5，6都市に比べ，都市数が増加し

た図-11(b)に示す 8，9，10都市のほうが，都市数の変

化に伴う安定解の変化が小さい．都市数が増えるにし

たがい，空間周期倍化と擬似的空間周期倍化の集積挙

動は，より近い人口変化を起こす．また，非自明解が

支配的な都市数による集積挙動と自明解が支配的な都

市数による集積挙動の差異も，減少した．

(6) 簡便な解析方法の提案

本論文では，以下の円周都市経済の簡便な解析方法

を提案する

1) (32) に示すような自明解が支配的な都市数を選択

する．

2) 幾何学的考察により自明解を求める（5.(2)節定理

2を参照）．

3) 自明解の安定性解析 (理論解析と数値解析)を行う．

4) τ の減少に伴う安定解の推移を調べる．

(5)節の結果より，式 (32)の様に約数が多く，自明解が

支配的な都市数に対して，幾何学的考察により自明解

を得て，その安定性を解析することは，非自明解を求

めることに比べ，簡便である上，代表的な集積情報を

得ることが出来ると思われる．
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(a) 都市数 n = 3
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(b) 都市数 n = 5
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(c) 都市数 n = 6

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

(d) 都市数 n = 7
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(e) 都市数 n = 8
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(f) 都市数 n = 9
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(g) 都市数 n = 10
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(h) 都市数 n = 12

図–9: Pfモデルの輸送費-人口比率曲線
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(b) 都市数 n = 5
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(c) 都市数 n = 6
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(d) 都市数 n = 7
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(e) 都市数 n = 8
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(f) 都市数 n = 9
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(g) 都市数 n = 10
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(h) 都市数 n = 12

図–10: FOモデルの輸送費-人口比率曲線
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(a) n = 4, 5, 6 都市

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

(b) n = 8, 9, 10 都市

図–11: 大局的集積挙動の比較 (Pfモデル)

8. 結論

本論文では，円周都市経済の集積挙動を, 分岐理論と

Forslid & Ottavianoモデルと Pflügerモデルに対する

数値解析に基づき調べた．

従来の断片的な都市数に対する分岐理論16)を拡張す

ることにより，円周都市経済の分岐メカニズムと分岐に

より生じえる集積特性を一般の都市数 nに対して，明

らかにすることが出来た．その結果，「空間周期倍化」，

「擬似的空間周期倍化」，「空間周期 3倍化」の 3種類に

対応する分岐の安定化傾向が強く，重要であることが

判明した．そして，これらの分岐の発生する順番は，都

市数とモデルのパラメータに依存することが判明した．

また，都市数が多くなると，都市数の変化による集積

挙動の差異が逓減することも確認できた．

経路追跡は，完全な情報を得るためには有効である

が，解曲線に関する膨大な情報を含んでおり，その分，

解析が大変である．本論文では，幾何学的考察による

自明解の求め方と簡便な解析方法を提案し，幾つかの

計算例に対して，その妥当性を検証できた．この解析

方法は，都市数 nが多い場合に，有効な方法である．

本研究より，派生する課題の一つとして，既往の研究

で構築されてきた多くの集積経済モデルについて，同

様の傾向があることを確認することである．また，最

初に発生する分岐による分岐解の安定性は，モデルに

依存するが，段階的に発生する分岐による分岐解の安

定性についての一般論は今後の課題としたい．
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