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管理者は，社会基盤施設に発現する複数の劣化事象から，施設の状態を多元的に評価しなければならない．そ

の際，複数の劣化事象の間には相互作用が存在する可能性があり，その影響は，劣化事象の組み合わせによって

異なる．本研究では，複数の劣化事象間の異なる相関関係を考慮した多元的劣化過程モデルを提案する．具体

的には，個別劣化事象の進展過程を異質性パラメータを導入した混合マルコフ劣化ハザードモデルを用いて記

述するとともに，異質性パラメータの同時分布関数をコピュラを用いて表すことで，複数指標間の相関関係を

記述する．その際，vineコピュラ概念に基づき，劣化事象間の異なる相関関係を詳細に表現する．最後に，下
水道管渠に対する点検データを用いた実証分析を通じて，本研究で提案する手法の有効性を検証する．
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1. はじめに

社会基盤施設には，複数の劣化事象が発現する．ま

た，各々の劣化事象が複雑に絡み合うことにより，社会

基盤施設の劣化は複合的に進展する．したがって，管

理者は発現する劣化事象に応じて多様な点検を定期的

に実施し，それらの結果に基づいて施設の健全性を総

合的に評価しなければならない．点検データに基づき，

総合的に施設の劣化を評価する方法として，個別の劣

化事象に重み付けをし，単一の評価指標に総合化する

ことで一元的な評価を実施する方法があげられる．本

研究で対象とする下水道管渠においても，腐食，たる

み，破損などの個別の劣化事象を，単一の評価指標で

ある緊急度として総合化することで，一元的な評価が

実施されている1)．しかし，重みの付け方や，個別の劣

化事象間の相互作用を考慮していないなど，工学的な

観点から十分な有効性を示すことができていないのが

実状である．

単一の評価指標に基づく施設の劣化評価について，点

検データに基づく統計的劣化予測技術に関する研究が

蓄積されている．なかでも，マルコフ劣化ハザードモデ

ル2)の開発は，離散的な健全度評価がなされた社会基盤

施設の劣化予測精度を飛躍的に向上させた．また，混

合マルコフ劣化ハザードモデル3)の開発により，施設単

位や部材単位，あるいは管理者側が実際の管理体制に

応じて設定した評価単位（以下，施設カテゴリー）ご

との劣化特性（異質性）の計量化が可能となった．

一方，社会基盤施設は多様な要因により劣化が進行

する．劣化要因が異なれば，劣化の進展メカニズムも

異なり，さらに，劣化事象間に相互作用が存在する可

能性もある．したがって，総合化された単一の評価指

標のみでは，必ずしも社会基盤施設の劣化過程を適切

に表現しているとはいえない．水谷等は劣化事象間に

介在する相互作用が，異質性間の相関性によって表現

可能であると考え，異質性パラメータの同時分布をコ

ピュラ（接合分布関数）4)を用いて表現した5)．これに

より，社会基盤施設の劣化過程を，劣化事象間の相互

作用を考慮した上で，多元的に評価することが可能と

なった．しかし，同方法論では，モデル化する際，全て

の劣化事象間の相関構造が同一であるという条件を仮

定しているため，劣化事象間の異なる相関関係を適切

に表現できないという課題がある．

以上の問題意識の下，本研究では，社会基盤施設に

発現する複数の劣化事象から，施設の状態を多元的に

評価することを目的として，劣化事象間の異なる相関

関係を詳細に分析するための方法論を提案する．具体

的には，個別の評価指標を用いた劣化過程を異質性を

考慮した混合マルコフ劣化ハザードモデルにより表現
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する．さらに，異質性パラメータの同時分布関数をコ

ピュラを用いて表すことで，複数の劣化事象間の相関

関係を記述する．その際，劣化事象間の異なる相関関

係を詳細に記述するために，劣化事象全体の相関構造

を表すコピュラを，2つの劣化事象間の相関構造を表す

2変量コピュラ（以下，ペア・コピュラ）によって分解

する．以下，2.で，本研究の基本的な考え方を述べる．

3.で，多元的劣化過程モデルを記述するとともに，劣

化事象間で異なる相関関係を vineコピュラの概念を用

いて定式化する．4.では，マルコフ連鎖モンテカルロ

法を用いたモデルの推定手法を詳述する．

2. 本研究の基本的な考え方

(1) 既往研究の概要

近年，社会基盤施設のアセットマネジメントを支援

する統計的劣化予測技術が急速に発展した．施設の劣

化状態が離散的な健全度として評価される場合，マル

コフ連鎖モデルを用いて施設の劣化過程をモデル化す

ることができる．マルコフ劣化ハザードモデル（多段階

指数ハザードモデル）2)の開発により，点検情報に基づ

く劣化予測精度は飛躍的に向上した．また，ハザード

率に内包される特性変数では表現しきれない要因（不

可観測要因）の影響を確率変数で表現したような，混

合マルコフ劣化ハザードモデル3)が提案されている．混

合マルコフ劣化ハザードモデルでは，劣化速度を表す

混合ハザード率が異質性パラメータと健全度別標準ハ

ザード率を用いて，

混合ハザード率

=異質性パラメータ×健全度別標準ハザード率(1)

と表現される．混合マルコフ劣化ハザードモデルの開

発により，任意の評価単位における劣化予測を通じて，

評価単位ごとの補修優先順位の決定や予算配分といっ

た，政策の意思決定を体系的に実施することが可能と

なった．

上記の統計的劣化予測モデルは，いずれも社会基盤

施設の劣化状態を単一の評価指標で評価することを想

定している．しかし，社会基盤施設は複数の劣化要因

により劣化が進行する．劣化要因が異なれば，劣化の

進展メカニズムも異なるために，単一の評価指標では

なく，複数の評価指標を用いて評価する方が望ましい

場合が少なくない．このような社会基盤施設の多元的

劣化過程のモデル化に関して，競合的劣化ハザードモ

デルに関する研究事例がある6)．競合的劣化ハザードモ

デルは，極めて相関性の高い劣化事象の競合関係をモ

デル化していることを目的としていたため，任意の劣

化事象による多元的劣化過程をモデル化できるような

柔軟性をもっていなかった．水谷等は，劣化事象間の相

互作用が劣化事象の異質性に介在するとみなし，異質

性パラメータの同時分布をコピュラを用いて表現した

多元的劣化過程モデル5)を開発し，施設の多元的劣化過

程全体を，多次元の混合マルコフ劣化ハザードモデル

システムで表現することを可能とした．多元的劣化過

程モデルの開発により，施設の劣化評価に対して，単一

の劣化事象内での劣化速度の相対比較だけでなく，複

数の劣化事象での劣化速度を考慮した多元的なグルー

ピングを行うことが可能となった．これにより，施設

に対して，重点的な監視のみならず，各劣化事象に対

応した詳細な補修計画の立案が可能となった．

一方で，水谷等により提案された多元的劣化過程モ

デルでは，対象とする複数の劣化事象の異質性パラメー

タ間の相関構造が全て同一であると仮定している．し

かし，多様に異なる劣化事象間において，全てが同一

の相関構造を有するとは考え難い．複数の劣化事象が

発現する施設の多元的な劣化過程を表現するためには，

劣化事象間の相関構造を詳細に記述することが重要と

なる．本研究では，劣化事象の異質性全体の相関構造

を表すコピュラを vineの概念に基づき分解し，異質性

パラメータ間の異なる相関構造をペア・コピュラによっ

て表現する．

(2) 劣化事象間の異なる相関関係

多元的劣化過程モデルでは，施設の劣化状態を複数

の健全度指標で表現し，各劣化事象の進展過程を混合

マルコフ劣化ハザードモデルによって記述する．その

際，異質性パラメータ値が施設カテゴリーごとの劣化

特性の異質性だけでなく，複数の劣化事象の相互作用

による劣化速度の異質性によって表現されると考え，各

劣化事象の異質性の関係性を同時分布で表す．劣化事

象間の相互作用が各劣化事象の異質性に介在するとみ

なせば，同時分布に存在する相関性によってその影響

を表すことができる．図–1には，コピュラ，異質性パ

ラメータの周辺分布，異質性パラメータの同時分布の 3

者の関係を模式的に示している．図–1は，複数の社会

基盤施設の劣化状態を 2種類の劣化事象 A，B を用い

て評価する場合を想定している．同図左下に示すよう

に，各社会基盤施設の劣化速度の異質性を εA，εBとい

う 2種類の異質性パラメータで表現している．それぞ

れの施設カテゴリーの劣化特性は，2次元空間上におけ

るポジショニングにより表現される．また，縦軸，横

軸にはそれぞれの劣化事象の異質性パラメータの値を

表している．異質性パラメータの組 (εA, εB)は，2次

元空間において同時確率密度関数 f(εA, εB)に従って分

布していると考えることができる．また，異質性パラ

メータの同時分布は，周辺分布とコピュラに分解され

る．図–1では，周辺分布関数に従い分布する異質性パ
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図–1 異質性パラメータの同時分布とコピュラ

ラメータの値を用いて，それぞれの劣化事象の劣化速

度に関する相対評価を行うことができる．さらに，個

別の劣化事象に関する劣化速度の相対評価結果を用い

て，2次元空間上における相対評価を行うことが可能に

なる．このようにコピュラは周辺分布関数と同時分布

関数を接合することを目的としており，劣化事象によ

る相対評価と多次元空間上の相対評価の整合性を確保

しながら，異質性パラメータの相関構造を同時確率分

布関数として推定することが可能になるという利点が

ある．

一方，施設に発現する複数の劣化事象において，全

ての劣化事象間が，同一の相関構造を有しているとは

限らない．図–2には，社会基盤施設の劣化状態を 3つ

の劣化事象A，B，Cを用いて評価した場合の各劣化事

象の異質性パラメータの散布図を例示している．図–2

左上に示す劣化事象 A，B の異質性パラメータの関係

と，図–2右上に示す劣化事象A，C の異質性パラメー

タの関係を比較すると，各異質性パラメータ間で相関

の強さが異なることが見てとれる．一方，同じ相関の強

さを有していたとしても，異質性パラメータ間の相関

構造が異なる場合もある．図–2右下の劣化事象 B，C

の異質性パラメータは，図–2左上劣化事象A，Bの異

質性パラメータと同様の相関の強さを有しているにも

関わらず，裾の構造が異なるため，異なる相関構造を

有していることが確認できる．このように，相関構造

は，相関の強さと裾の構造の相違によって表現される．

異質性パラメータ間によって異なる相関構造を表現す

るためには，異質性パラメータの同時分布の相関構造

を表現するコピュラをより詳細に記述する必要がある．

多変量コピュラを詳細に記述する方法として，vine

（ブドウの木）の概念に基づき，ペア・コピュラによっ

図–2 複数の劣化事象の異質性パラメータの同時分布

て分解する方法論が提案されている7)．vineの概念に

基づき分解されたコピュラ（以下，vineコピュラ）は，

グラフ理論から発達した手法であり，計量経済学の分

野などでも多く用いられ，体系的にも整理されている
8),9)．vineコピュラを用いることで，異質性パラメータ

間で異なる相関構造をペア・コピュラによって詳細に表

現することが可能である．さらに，各劣化事象の異質

性パラメータ間の相関構造を表すペア・コピュラは，多

変量コピュラと異なり，負の相関構造を考慮すること

が可能である．また，推定したパラメータの事後分布

を用いることで，従来，管理者の先験的情報によって

仮定していた相関関係の有無を，統計的な見地に基づ

いて検定することが可能となる．

(3) パラメータの同時推定と段階的推定

コピュラを用いたモデルの推定では，コピュラのパ

ラメータと周辺分布の確率密度関数のパラメータを同

時に推定する方法が考えられる．水谷等は，多元的劣

化過程モデルの推定において，各劣化事象の劣化過程

を表す混合マルコフ劣化ハザードモデルと，異質性パ

ラメータの同時分布を用いて尤度関数を定義し，階層

ベイズ法を用いて，パラメータの同時推定を行ってい

る5)．しかし，本研究で提案する vineコピュラを用い

た多元的劣化過程モデルは，ペア・コピュラによって

コピュラの相関構造を表現するに伴い推定すべきパラ

メータが増加するため，全てのパラメータを同時に推

定する場合，計算不可の増大，および推定精度の低下が

生じる可能性が高い．コピュラのパラメータを推定す

る際の計算不可の増大や推定精度の低下を考慮し，ま

ず周辺分布を規定するパラメータを推定した上で，コ

ピュラのパラメータの推定を行うような段階的な推定

手法が多く提案されている10)．また，段階的な推定手
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法は，実務的に許容可能な推定精度が担保されること

が確認されている11)．さらに Joeは，コピュラに関す

る段階的推定法は，多変量を扱う場合や vineコピュラ

を援用するといった多くのパラメータを推定する場合

に有効であることを示唆している10)．したがって，本

研究では，モデルの推定に際して段階的な推定手法を

採用し，まず，周辺分布を規定するパラメータを推定

した後に，コピュラのパラメータを推定する．

本研究で取り扱う異質性パラメータは，劣化事象間

の異質性のみでなく，施設カテゴリーが各劣化事象に

対して有する劣化特性も表現するため，直接観測する

ことができない．そのため，周辺分布を規定するパラ

メータを，異質性パラメータを用いて直接推定するこ

とができず，また，コピュラのパラメータを推定する際

においても，異質性パラメータを用いることができな

い．異質性パラメータを内包した混合マルコフ劣化ハ

ザードモデルの推定においては，平均化操作を行うこ

とで，標準ハザード率に内包される未知パラメータと

周辺分布の確率密度関数を規定するパラメータを推定

し，その後，異質性パラメータの最適解を求める段階

的な最尤推定法を提案している3)．そこで，本研究では

まず，各劣化事象の劣化過程を表す混合マルコフ劣化

ハザードモデルを個々に推定する．その際，小濱等の

提案手法と同様に，異質性パラメータの平均化操作を

行うことで，標準ハザード率に関する未知パラメータ

と異質性パラメータの周辺分布を規定するパラメータ

を同時に推定する．その後，推定したパラメータを与

件とし，コピュラのパラメータ，および異質性パラメー

タを同時に推定する手法を採用する．

3. 多元的劣化過程モデル

(1) モデル化の前提条件

社会基盤施設が有する多元的な劣化事象 d (d =

1, · · · , D)の進展過程を表現する問題を考える．当面の

間，劣化事象 d (d = 1, · · · , D)に着目し議論を進めるこ

ととし，表記を簡略化するため，dに関する添え字は省

略する．カレンダー時刻 s0 を初期時点 t = 0とする離

散的時間軸 t = 0, 1, 2, · · ·を考え，離散的時間軸上の点
を時点と呼び，カレンダー時刻と区別する．単位時間

幅を 1に基準化する．時点 tにおける健全度を状態変数

h(t) = i (i = 1, · · · , I; t = 0, 1, · · ·)を用いて表現する．
劣化事象が進展する過程がマルコフ連鎖に従うと仮定

し，離散時間軸上における健全度間の推移確率をマルコ

フ推移確率を用いて表現する．劣化事象の進展過程を表

す推移確率は，時点 tにおける健全度 h(t) = iを与件と

し，次の時点 t+ 1における健全度 h(t+ 1) = j(j ≥ i)

が生起する条件付確率

Prob[h(t+ 1) = j|h(t) = i] = πij (2)

を用いて定義される．マルコフ推移確率 (2)は所与の 2

つの時点 t，t + 1の間において生じる健全度間の推移

確率を示したものであり，対象とする点検間隔が異な

れば推移確率の値は異なる．補修がない限り常に劣化

が進行するので，πij = 0 (i > j)が成立する．推移確

率の定義より
∑I

j=i πij = 1が成立する．すなわち，マ

ルコフ推移確率に関して，

πij ≥ 0 (i, j = 1, · · · , I)
πij = 0 (i > j の時)∑I

j=i πij = 1

 (3)

が成立する．健全度 Iは，補修がない限りマルコフ連鎖

における吸収状態であり，πII = 1が成立する．なお，

マルコフ連鎖モデルでは，健全度が i− 1から iに推移

した時点にかかわらず，時点 tから時点 t+ 1の間に推

移する確率は時点 tにおける健全度のみに依存すると

いうマルコフ性を満足する15)．

(2) 混合マルコフ劣化ハザードモデル

いま，施設カテゴリーごとに，劣化速度が異なると考

える．施設カテゴリー k (k = 1, · · · ,K)の施設 lk (lk =

1, · · · , Lk)で発生する劣化事象の健全度 i (i = 1, · · · , I−
1)のハザード率を，個別ハザード率

λlki = λ̃lki ε
k (4)

(i = 1, · · · , I − 1; lk = 1, · · · , Lk; k = 1, · · · ,K)

を用いて表す．ここに，λ̃lki は，施設カテゴリー kの施

設 lk が有する劣化事象の健全度 iの平均的なハザード

率（以下，標準ハザード率）である．異質性パラメー

タ εk は，施設カテゴリー k (k = 1, · · · ,K)における劣

化事象の標準ハザード率 λ̃lki からの乖離の程度を表す

確率変数であり，εk ≥ 0が成立すると仮定する．異質

性パラメータ εk の値が大きくなるほど，当該施設カテ

ゴリー kに含まれる全ての施設の劣化事象の劣化速度

が，標準ハザード率に対して大きいことを表す．式 (4)

において，全ての健全度のハザード率に，同一の確率

変数 εk が含まれる．このことは，ある健全度において

劣化速度が大きい場合，他の健全度の劣化速度も相対

的に大きくなることを意味する．

施設カテゴリー k (k = 1, · · · ,K)の劣化事象に関す

る異質性パラメータ εkの値を ε̄kに固定する．施設カテ

ゴリー kのある任意の施設に関して劣化事象の健全度

iの寿命が y 以上となる確率 G̃i(y|ε̄k)を，指数ハザー
ド率 (4)を用いて

G̃i(y|ε̄k) = exp(−λ̃lki ε̄
ky) (5)

と表す．劣化事象に関して，施設カテゴリー k のある
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施設 lk の第 1回目の点検時刻 Λlk
A で健全度が iと判定

され，次の点検時刻 Λlk
B = Λlk

A + zlk においても健全度

が iと判定される確率 πii(z
lk |ε̄k)は，

πii(z
lk |ε̄k) = exp(−λ̃lki ε̄

kzlk) (6)

となる．また，点検時刻 Λlk
A と Λlk

B = Λlk
A + zlk の間

で健全度が iから j (> i)に推移するマルコフ推移確率

πij(z
lk |ε̄k)は，式 (4)より，

πij(z
lk |ε̄k)

=

j∑
s=i

j−1∏
w=i,̸=s

λ̃lkw

λ̃lkw − λ̃lks
exp(−λ̃lks ε̄kzlk)

=

j∑
s=i

ψs
ij(λ̃

lk
) exp(−λ̃lks ε̄kzlk) (7)

(i = 1, · · · , I − 1; j = i+ 1, · · · , I; k = 1, · · · ,K)

と表すことができる2)．ただし，λ̃
lk

= (λ̃lk1 , · · · , λ̃
lk
I−1)

である．また，ψs
ij(λ̃

lk
)は

ψs
ij(λ̃

lk
) =

j−1∏
w=i,̸=s

λ̃lkw

λ̃lkw − λ̃lks
(8)

となり，標準ハザード率のみの関数で表される．ただ

し，表記上の規則として，
∏s−1

w=i
λ
lk
w

λ
lk
w −λ

lk
s

= 1 (s = iの時）∏j−1
w=s

λ
lk
w

λ
lk
w+1

−λ
lk
s

= 1 (s = j の時）

が成立すると考える．さらに，表記の便宜上，

j−1∏
w=i, ̸=s

λlkw

λlkw − λlks

=
s−1∏
w=i

λlkw

λlkw − λlks

j−1∏
w=s

λlkw

λlkw+1 − λlks

と簡略化する．また，πiI(z
lk |ε̄k)に関しては，

πiI(z
lk |ε̄k) = 1−

I−1∑
j=i

πij(z
lk |ε̄k) (9)

と表すことができる．なお，マルコフ劣化ハザードモ

デルを用いれば，アセットマネジメントのためのリス

ク管理指標を導出できる．すなわち，当該健全度には

じめて到達した時点から，劣化が進展して次の健全度

に進むまでの期待期間長（以下，期待寿命と呼ぶ）は，

生存関数 G̃i(yi)を用いて

RMDi =

∫ ∞

0

G̃i(y|ε̄k)dy (10)

と表される16)．ここで，指数ハザード関数を用いた生

存関数 G̃i(yi)が式 (5)で表されることに留意すれば，期

待寿命は次式で表される．

RMDi =

∫ ∞

0

exp(−λ̃lki ε̄
ky)dy =

1

λ̃lki ε̄
k

(11)

式 (11)を用いることにより，初期時点からの経過年数

とインフラ施設の平均的な健全度との対応関係を求め

ることができる．

期間 [Λlk
A ,Λ

lk
B )における施設 lk の劣化事象の進展過

程を個別ハザード率 λlki = λ̃lki ε
k (i = 1, · · · , I − 1)を

用いて表現する．健全度 I はマルコフ連鎖の吸収状態

であり，πII = 1が成立するためにハザード率 λ̃lkI は必

然的に λ̃lkI = 0となる．施設の劣化過程を特徴づける

標準ハザード率 λ̃lki (i = 1, · · · , I − 1; k = 1, · · · ,K)は

施設の特性ベクトル xlk = (xlk1 , · · · , x
lk
M )に依存すると

考え，標準ハザード率 λ̃lki を

λ̃lki = exp(xlkβi
′) (12)

と表す．ただし，βi = (βi,1, · · · , βi,M )は未知パラメー

タ βi,m (m = 1, · · · ,M)による行ベクトル，記号「′」

は転置操作を表す．また，xlk1 = 1より，βi,1 は定数項

を表す．

(3) コピュラによる相関構造のモデル化

D種類の劣化事象の異質性パラメータ εkdの同時確率

分布をコピュラ C を用いて表す．コピュラの詳細は参

考文献4),17)に譲るが，モデルの定式化に先立ち，読者

の便宜を図るためにコピュラの概要を説明する．以降で

は，劣化事象に関する添え字 d (d = 1, · · · , D)を改めて

表記する．周辺分布関数 F1, · · · , FDを持つD個の確率

変数 ε1, · · · , εD の連続な同時分布関数を F (ε1, · · · , εD)

とすると，スクラーの定理18)より，

F (ε1, · · · , εD)

= C
(
F1(ε1), · · · , FD(εD)

)
(13)

を満たすコピュラ C が一意に存在する．スクラーの定

理から，コピュラCに周辺分布 F1, · · · , FDを適用する

ことで生成される C
(
F1(ε1), · · · , FD(εD)

)
は，周辺分

布を区間 [0, 1]とする同時分布関数である．また，

• 任意の ud = Fd(εd) ∈ [0, 1] (d = 1, · · · , D)につい

て，C(u1, · · · , ud−1, 0, ud+1, · · · , uD) = 0

• 任意の ud = Fd(εd) ∈ [0, 1] (d = 1, · · · , D)につい

て，C(1, · · · , 1, ud, 1, · · · , 1) = ud

• u1d ≤ u2d を満たす全ての (u11, · · · , u1D)，

(u21, · · · , u2D) ∈ [0, 1]D に対して，

2∑
i1=1

· · ·
2∑

iD=1

(−1)
∑D

s=1
isC(ui11 , · · · , u

iD
D ) ≥ 0

の 3 つの性質を全て満たすような関数 C がコピ

ュラとして定義される17)．ε = (ε1, · · · , εD) とす

ると，同時確率密度関数 f(ε) は，コピュラの分布

関数 C
(
F1(ε1), · · · , FD(εD)

)
あるいは確率密度関数
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c
(
F1(ε1), · · · , FD(εD)

)
を用いて，

f(ε) =
∂DC

(
F1(ε1), · · · , FD(εD)

)
∂F1(ε1) · · · ∂FD(εD)

D∏
d=1

fd(εd)

= c
(
F1(ε1), · · · , FD(εD)

) D∏
d=1

fd(εd) (14)

と表現できる．ここに，fd は周辺分布関数 Fd の確率

密度関数であり，ガンマ分布

fd(εd) =
(ϕd)

ϕd

Γ(ϕd)
(εd)

ϕd−1 exp(−ϕdεd) (15)

を仮定する．なお，ガンマ分布 (15)は形状パラメータ

が ϕd，尺度パラメータが 1/ϕd であり，平均 1，分散

1/ϕdをとる．これにより，個別ハザード率の期待値が

標準ハザード率と一致する．

(4) vineコピュラによる相関構造の分解

D種類の劣化事象の異質性パラメータの同時確率密

度関数は

f(ε) = f1(ε1) · f2(ε2|ε1) · f3(ε3|ε1, ε2)

· · · fD(εD|ε1, · · · , εD−1) (16)

と分解することができる．ここで，式 (16)に含まれる条

件付き確率密度関数 f2(ε2|ε1)に着目すると，f2(ε2|ε1)
は式 (14)を用いて

f2(ε2|ε1) =
f(ε1, ε2)

f1(ε1)
= c

(
F1(ε1), F2(ε2)

)
· f2(ε2)

(17)

と表すことができる．一般に，条件付き確率密度関数

fd(εd|υ)は

fd(εd|υ) = c
(
Fd(εd|υ−g), Fg(υg|υ−g)

)
· f(εd|υ−g)

(18)

によって表される．ただし，υ−g はベクトル υから υg

を除いたベクトルである．また，条件付き周辺分布関

数 Fd(εd|υ)は

Fd(εd|υ) =
∂C

(
Fd(εd|υ−g), Fg(υg|υ−g)

)
∂Fg(υg|υ−g)

(19)

となる19)．式 (18)を繰り返し用いることで，同時確率

密度関数 f(ε)は，ペア・コピュラと異質性パラメータ

の確率密度関数の積として表現することができる．言

い換えれば，本研究で扱うような多変量コピュラは，ペ

ア・コピュラによって分解することが可能である．ペ

ア・コピュラによる分解の方法として vineの概念に基

づく手法が提案されており7)，体系的に整理されている
8),9)．

vineは，図–3に示すような頂点（node）と辺（edge）

を用いて表現される連結木（tree）Td (d = 1, · · · , D−1)

の集合である．それぞれ，頂点が条件付き周辺分布関

数，辺がペア・コピュラに対応しており，D変量のコ

ピュラは，D(D− 1)/2個のペア・コピュラによって分

解される．Bedford and Cookeによって提案されたレ

ギュラー・vineは，考えられうる多くの構造をペア・コ

ピュラによって記述することが可能である7)．一方で，

経験的に事象間の相関構造が明らかである場合には，レ

ギュラー・vineの特殊ケースである canonical-vine（以

下，c-vine）や D-vineが有用である．c-vineや D-vine

はコピュラの構造が簡単に記述できることから数多く

の適用実績がある20),21)．図–3には，D = 5の場合の

c-vine，D-vineを示している．c-vineは，特定の劣化事

象が各劣化事象間の相互作用の中心となることが明ら

かな場合に有効である．一方，D-vineは図–3（b）に

示すような経路構造を有している場合にメリットがあ

る．それぞれの vineを用いた場合のコピュラの確率密

度関数 c
(
F1(ε1), · · · , FD(εD)

)
は c-vineの場合が

c
(
F1(ε1), · · · , FD(εD)

)
=

D−1∏
g=1

D−g∏
r=1

c
(
Fg(εg|ε1, · · · , εg−1), Fg+r(εg+r|ε1, · · · , εg−1)

)
(20)

であり，D-vineの場合，

c
(
F1(ε1), · · · , FD(εD)

)
=

D−1∏
g=1

D−g∏
r=1

c
(
Fr(εr|εr+1, · · · , εr+g−1),

Fg+r(εr+g|εr+1, · · · , εr+g−1)
)

(21)

となる．なお，式 (16)を対象とした場合に獲得される

コピュラは，c-vineによって分解された vineコピュラ

に相当する．また，本適用事例では，D = 3個の劣化

事象で構成される施設を取り扱うが，その際の c-vine，

D-vineによる分解構造は一致する．

(5) 各劣化事象の異質性間の相関構造

vineコピュラを構成するペア・コピュラは，各劣化

事象の異質性間の相関構造を表す．周辺分布に関する

情報を用いて同時確率分布を表現するために様々なコ

ピュラが提案されている．本研究では，金融工学の分

野での使用実績が十分にある，正規コピュラ，tコピュ

ラ，1パラメータ・アルキメディアン・コピュラ4)であ

るガンベル・コピュラ，クレイトン・コピュラ，フラン

ク・コピュラによって表現する．

正規コピュラと tコピュラは，代表的な楕円形コピュ

ラであり，スクラーの定理18)を用いて求めることがで

きる．いま，任意の 2種類の劣化事象 d1, d2 の周辺分

布関数をそれぞれ Fd1(εd1) = ud1 , · · · , Fd2(εd2) = ud2

とすると，正規コピュラと tコピュラはそれぞれ，

C(ud1 , ud2) = Φa

(
Φ−1(ud1),Φ

−1(ud2)
)

(22)

C(ud1 , ud2) = ta,ν
(
t−1
ν (ud1), t

−1
ν (ud2)

)
(23)
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図–3 代表的な vineコピュラ（D = 5）

と表される．ただし，劣化事象間の相関関係を表すパラ

メータ aは a ∈ (−1, 1)を，自由度 νは ν ≥ 2を満たす．

また，Φa(·),Φ−1(·)は，それぞれ線形相関 aを有する 2

変量標準正規分布関数，単変量標準正規分布関数の逆関

数を表す．同様に，ta,ν(·), t−1
ν (·)は，それぞれ相関 aを

有する自由度 νの 2変量 t分布の分布関数，自由度 νの

単変量 t分布の分布関数の逆関数を表す．式 (22),(23)

は，いずれも同時分布の裾が上下対称の構造を有する．

一方，アルキメディアン・コピュラは，同時分布の裾が

上下非対称の構造を表現することが可能である．2変量

間の 1パラメータ・アルキメディアン・コピュラの分布

関数C(ud1 , ud2)は，生成関数 ζ(ud1), ζ(ud2)を用いて，

C(ud1 , ud2) = ζ−1
(
ζ(ud1) + ζ(ud2)

)
(24)

と表現できる．ただし，生成関数 ζ(·)は，ζ(1) = 0を

満たし，[0,∞]の定義域を有する単調減少凸関数であ

る17)．本研究の実証分析においては，アルキメディア

ン・コピュラとしてガンベル・コピュラ22)，クレイト

ン・コピュラ23)，フランク・コピュラ24)の 3種類のコ

ピュラをとりあげる．表–1にガンベル・コピュラ，ク

レイトン・コピュラ，フランク・コピュラの生成関数，

分布関数，確率密度関数を示している．また，ガンベ

ル・コピュラのパラメータは a ∈ [1,∞)，クレイトン・

コピュラは a ∈ [−1,∞) ̸= 0，フランク・コピュラのパ

ラメータは a ∈ (−∞,∞) ̸= 0を満たす．

(6) 尤度関数

いま，施設カテゴリー kに関する異質性パラメータベ

クトル εk = (εk1 , · · · , εkD)に着目する．ここで，施設カテ

ゴリーkの異質性パラメータベクトルεk = (εk1 , · · · , εkD)

が観測されていれば，式 (14)を用いて尤度関数を定義

することで，vineコピュラに関する未知パラメータベ

クトル a = (a1, · · · , aD(D−1)/2) 及び異質性パラメー

タの周辺分布関数を規定する未知パラメータベクトル

ϕ = (ϕ1, · · · , ϕD)を推定することができる．しかし，異

質性パラメータ εkdは，施設カテゴリー kの劣化事象 dに

対する劣化特性のみでなく，その他の劣化事象との間に

介在する相互作用の影響を表す．したがって，異質性パ

ラメータ εkd は直接観測することができない潜在変数で

ある．仮に潜在変数である異質性パラメータ ε̂kdが測定で

きたと考える．さらに，vineコピュラを構成する各ペア・

コピュラの確率密度関数を cb
(
b = 1, · · · , D(D− 1)/2

)
と表すと，式 (19)より，cbはその他のペア・コピュラ

を含む．したがって，ペア・コピュラ cbに関する当該

パラメータ ab
(
b = 1, · · · , D(D−1)/2

)
だけでなく，そ

の他のペア・コピュラに関するパラメータを用いて表現

される．また，異質性パラメータベクトル ε̂k，各劣化

事象の周辺分布関数を規定するパラメータ ϕについて

も同様である．以上のことを明示的に表すために，種

類 bのペア・コピュラの確率密度関数を cb
(
a,ϕ|ε̂k

)
と

表すこととする．このとき，施設カテゴリー k におけ

るD種類の異質性パラメータの同時確率密度関数は

f(a,ϕ|ε̂k) =
D(D−1)/2∏

b=1

cb
(
a,ϕ|ε̂k

) D∏
d=1

fd(ε̂
k
d)(25)

と表せる．

他方，施設カテゴリー k に属する施設 lk(lk =

1, · · · , Lk)の劣化事象 dに関して 2回の点検が実施さ

れたと考える．なお，以降では，省略していた各劣化

事象を区別するための添え字 dを改めて表記する．点

検が実施されたカレンダー時刻を (Λlk
A,d,Λ

lk
B,d)と表す．

ただし，Λlk
A,dは第 1回の点検時刻であり，Λlk

B,dは第 2

回目の点検が実施されたカレンダー時刻である．施設

lk の点検サンプルには，第 1回目の点検から第 2回目

の点検が実施された時刻までの期間長 z̄lkd と，これら 2

回の点検で観測された施設の健全度 h̄(Λlk
A,d)，h̄(Λ

lk
B,d)
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表–1 代表的なアルキメディアン・コピュラ（2変量の場合）

コピュラ 生成関数 ζ(ud) 分布関数 C(ud1 , ud2) 確率密度関数 c(ud1 , ud2) =
∂2C(ud1 , ud2)
∂ud1∂ud2

ガンベル
(− lnud)

a
exp

[
−
{∑2

g=1
(− lnudg )

a
} 1

a
] C(ud1 , ud2)

{(lnud1
)(lnud2

)}a−1

ud1
ud2

·
{
(− lnud1)

a + (− lnud1)
a
}(− 1

a
−2)

a ∈ [1,∞) ·
[
{(− lnud1)

a + (− lnud1)
a}

1
a + a− 1

]
クレイトン 1

a (u
−a
d − 1) {(ud1)

−a + (ud2)
−a − 1)}−

1
a

(1 + a)
{
(ud1)

−a−1 · (ud2)
−a−1

}
a ∈ [−1,∞) ̸= 0 ·{(ud1)

−a + (ud2)
−a − 1)}(−

1
a
−2)

フランク ln{exp(−aud)− 1}
−1
a ln

[
1 +

∏2

g=1
{exp(−audg )−1}

exp(−a)−1

] −a exp(−aud1
) exp(−aud2

){exp(−a)−1}

[{exp(−a)−1}+
∏2

g=1
{exp(−audg )−1}]2a ∈ (−∞,∞) ̸= 0 − ln{exp(−a)− 1}

に関する情報が記載されている．記号「　̄」は，実測

値であることを意味している．点検時点における健全

度に基づいて，ダミー変数 δ̄lkij,d (i = 1, · · · , I − 1, j =

i, · · · , I；lk = 1, · · · , Lk : k = 1, · · · ,K : d = 1, · · · , D)

を

δ̄lk,dij =

{
1 h̄(Λlk

A,d) = i, h̄(Λlk
B,d) = j の時

0 それ以外の時
(26)

と定義する．また，ダミー変数ベクトルを δ̄
lk
d =

(δ̄lk11,d, · · · , δ̄
lk
I−1,I,d)，施設の劣化速度に影響を及ぼす施

設の構造特性や環境条件を表す特性行ベクトルを x̄lk
d =

(x̄lk1,d, · · · , x̄
lk
M,d)と表す．さらに，施設 lkの劣化事象dに

関する点検サンプルが有する情報を ξ̄
lk
d =

(
δ̄
lk
d , z̄

lk
d , x̄

lk
d

)
と表す．

式 (6)，(7)，(9)より，施設 lkにおける劣化事象 dの

進展過程を表すマルコフ推移確率は，各健全度におけ

る標準ハザード率 λ̃lki,d (i = 1, · · · , I − 1; k = 1, · · · ,K :

d = 1, · · · , D)と異質性パラメータ ε̂kdを用いて表現でき

る．また，式 (12)に示すように，標準ハザード率 λ̃lki,d
は施設の構造特性や環境条件を表す特性行ベクトル x̄lk

d

と未知パラメータベクトル βd によって表現される．

以上を踏まえ，各劣化事象の標準ハザード率に関す

る未知パラメータベクトルを β =
(
β1, · · · ,βD

)
，点検

データ全体を Ξ̄と表せば，尤度関数は，全ての施設カ

テゴリーK 個の異質性パラメータベクトルに関する同

時生起確率密度関数として

P
(
a,ϕ,β|ε̂, Ξ̄

)
=

K∏
k=1

f(a,ϕ|ε̂k)
D∏

d=1

I−1∏
i=1

I∏
j=1

Lk∏
lk=1

πij
(
βd, ε̂kd, ξ̄

lk
d

)
=

K∏
k=1

D(D−1)/2∏
b=1

cb
(
a,ϕ|ε̂k

)
·

D∏
d=1

(ϕd)
ϕd

Γ(ϕd)
(ε̂kd)

ϕd−1 exp(−ϕdε̂kd)

·
I−1∏
i=1

I∏
j=1

Lk∏
lk=1

[
j∑

s=i

ψs
ij(λ̃

lk
d ) exp(−λ̃lks,dε̂

k
d z̄

lk
d )

]δ̄
lk,d

ij

(27)

と表せる．ただし，異質性パラメータをD行K行の行

列 ε̂ = (ε̂1
′
, · · · , ε̂K

′
)と表記する．

4. モデルの推定法

(1) 推定手法の概要

本研究では，多元的劣化過程モデルに対して，モデ

ルに含まれるパラメータを段階的に推定するような方

法論を提案する．具体的には，まず，劣化事象 dの平

均的な進展過程を表す標準ハザード率に関する未知パ

ラメータ βd と異質性パラメータの周辺分布を規定す

る未知パラメータ ϕdを，混合マルコフ劣化ハザードモ

デルを用いて，劣化事象 dごとに個別に推定する．こ

れは，小濱等によって提案された混合マルコフ劣化ハ

ザードモデル3)に関する 2段階推定法の第 1段階に他

ならず，最尤推定法の他，ベイズ推定法25)を用いるこ

とにより推定することが可能である．つぎに，推定し

たパラメータベクトル θ̂ = (β̂, ϕ̂)を与件として，尤度

関数 (27)を用いて，コピュラに関する未知パラメータ

ベクトル aを推定する．さらに，式 (27)には，潜在変

数である異質性パラメータがD×K 個含まれる．これ

らのパラメータを同時に推定するために，本研究では，

MCMC法12),13)を利用したベイズ推定を実施する．

(2) 混合マルコフ劣化ハザードモデルの推定

いま，異質性パラメータ εkdが式 (15)の確率密度関数

から抽出された確率標本であると考える．まず，点検

間隔 zlkd の下で健全度 iから健全度が推移しないマルコ

フ推移確率は，

πii(z
lk
d ) =

∫ ∞

0

πii(z
lk
d |εkd)f(εkd)dεkd

=

∫ ∞

0

[
exp

{
− λ̃lki,dε

k
dz

lk
d

}
8



·
ϕϕd

d

Γ(ϕd)
(εkd)

ϕd−1 exp(−ϕdεkd)
]
dεkd

=
ϕϕd

d

Γ(ϕd)

·
∫ ∞

0

exp
{
− (λ̃lki,dz

lk
d + ϕd)ε

k
d

}(
εkd
)ϕd−1

dεkd

(i = 1, · · · , I − 1) (28)

と表すことができる．ここで，ηki.d = (λ̃lki,dz
lk
d + ϕd)ε

k
d

と置き，確率密度関数の変数変換を行えば

πii(z
lk
d ) =

ϕϕd

d

Γ(ϕd)

∫ ∞

0

[
exp(−ηki,d)

·
(

ηki,d

λ̃lki,dz
lk
d + ϕd

)ϕd−1
1

λ̃lki,dz
lk
d + ϕd

]
dηki,d

=
ϕϕd

d

Γ(ϕd)

(
1

λ̃lki,dz
lk
d + ϕd

)ϕd

·
∫ ∞

0

exp(−ηki,d)(ηki,d)
ϕd−1

dηki,d

=
ϕϕd

d

Γ(ϕd)

(
1

λ̃lki,dz
lk
d + ϕd

)ϕd

Γ(ϕd)

=
ϕd

ϕd(
λ̃lki,dz

lk
d + ϕd

)ϕd
(29)

を得る．さらに，点検間隔 zlkd の下で健全度 iから j(≥ i)

へ推移するマルコフ推移確率は，

πij(z
lk
d ) =

∫ ∞

0

πij(z
lk
d |εkd)f(εkd)dεkd

=

∫ ∞

0

j∑
s=i

ψs
ij(λ̃

lk
d ) exp

{
− λ̃lks ε

k
dz

lk
d

}
f(εkd)dε

k
d

=

j∑
s=i

ψs
ij(λ̃

lk
d )ϕϕd

d

Γ(ϕd)

·
∫ ∞

0

exp{−(λ̃lks,dz
lk
d + ϕd)ε

k
d}
(
εkd
)ϕd−1

dεkd

=

j∑
s=i

ψs
ij(λ̃

lk
d )ϕd

ϕd(
λ̃lks,dz

lk
D + ϕd

)ϕd
(30)

と表せる．

式 (29)，(30)より，劣化事象の平均的な進展過程を

表すマルコフ推移確率は，各健全度における標準ハザー

ド率 λ̃lki,d (i = 1, · · · , I−1; k = 1, · · · ,K : d = 1, · · · , D)

と異質性パラメータの分散パラメータ ϕdを用いて表現

できる．また，式 (12)に示すように，標準ハザード率

λ̃lki,d は施設の構造特性や環境条件を表す特性行ベクト

ル x̄lk と未知パラメータ βd によって表現される．い

ま，劣化事象 dに関する点検データ全体を Ξ̄d と表せ

ば，劣化事象 dに関する全点検サンプルから観察でき

る尤度関数は，マルコフ推移確率の同時確率密度関数

を用いて，

L
(
βd, ϕd|Ξ̄d

)
=

K∏
k=1

Lk∏
lk=1

L
(
βd, ϕd|ξ̄

lk
d

)
=

I−1∏
i=1

I∏
j=1

K∏
k=1

Lk∏
lk=1

{
πij

(
x̄lk
d , z̄

lk
d |βd

i , ϕd
)}δ̄

lk,d

ij

=
I−1∏
i=1

I∏
j=1

K∏
k=1

Lk∏
lk=1

[
j∑

s=i

ψs
ij(λ̃

lk
d )ϕd

ϕd(
λ̃lks,dz̄

lk
d + ϕd

)ϕd

]δ̄
lk,d

ij

(31)

と表すことができる．ここで，θは，未知パラメータベ

クトル θ =
(
β, ϕ

)
を表しており，β =

(
β1, · · · ,βI−1

)
である．パラメータの推定値は，既往研究で用いられ

た最尤推定法3)の他に，ベイズ推定法25)によって求め

ることが可能である．

(3) 事前確率密度関数の設定

4.(2)で推定したパラメータ θ̂を与件として，コピュ

ラに関する未知パラメータベクトル aを，ベイズ推定

法を用いて推定する．一般的なベイズ推定法では，パ

ラメータの事前分布と観測情報に基づいて定義される

尤度関数を用いて，パラメータの事後分布を推定する．

いま，尤度関数の未知パラメータベクトル aが確率変

数で，事前確率密度関数 π(a) に従うと仮定する．ま

た，異質性パラメータ εは潜在変数行列である．観測

値データ Ξ̄が与件であるときに，パラメータ aの同時

事後確率密度関数 π(a|ε, θ̂, Ξ̄)はベイズの定理より，

π(a|ε, θ̂, Ξ̄) =
P
(
a|ε, θ̂, Ξ̄

)
π(a)∫

Θ
P
(
a|ε, θ̂, Ξ̄

)
π(a)da

(32)

と表すことができる．ただし，Θはパラメータ空間で

ある．このとき，式 (32)の分母は基準化定数であるこ

とから，同時事後確率密度関数 π(a|ε, θ̂, Ξ̄)は

π(a|ε, θ̂, Ξ̄) ∝ P
(
a|ε, θ̂, Ξ̄

)
π(a) (33)

と表すことができる．ここで，事前確率密度関数

π(a|θ̂, Ξ̄)は

π(a) =

D(D−1)/2∏
b=1

π(ab) (34)

と展開できる．式 (34)より，事前確率密度関数は，vine

コピュラの未知パラメータ abの事前確率密度関数π(ab)

で構成される．

vineコピュラの未知パラメータ ab
(
b = 1, · · · , D(D−

1)/2
)
の事前確率密度関数を以下のように設定する．

3.(5)で説明したように，コピュラの種類によりパラメー

タ abの定義域が異なるため，コピュラごとに具体的な事

前分布を設定する必要がある．本研究では，ab ∈ (−1, 1)

の制約がある正規コピュラ，tコピュラについては，ab

の事前分布として定義域 (−1, 1)を有する切断正規分布
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T N (α0
b , γ

0
b )を設定する．また，ab ∈ (1,∞)の制約が

あるガンベル・コピュラに関しては v = ab−1と変数変

換し，v ∼ G(α0
b , γ

0
b )とする．同様に，ab ∈ (−1,∞)の

制約があるクレイトン・コピュラに関しては v = ab+1

と変数変換し，v ∼ G(α0
b , γ

0
b )とする．さらに，フラン

ク・コピュラについて，ab の事前分布として正規分布

N (α0
b , γ

0
b )を設定する．ただし，これらの事前確率密度

関数が推定結果に与える影響は，点検データの増加に

伴い薄れていく．

(4) 同時事後確率密度関数の定式化

4.(3)で設定したパラメータ aの事前確率密度関数

と式 (27)，(34)を，式 (33)に代入することで，同時事

後確率密度関数は

π(a|ε, θ̂, Ξ̄) ∝
K∏

k=1

D(D−1)/2∏
b=1

c
(
a|ε̂k, ϕ̂

)

·
D∏

d=1

I−1∏
i=1

I∏
j=1

Lk∏
lk=1

[
j∑

s=i

ψs
ij(λ̃

lk
d ) exp(−λ̃lks,dε

k
dz

lk
d )

]δ̄
lk,d

ij

· (ϕ̂d)
ϕ̂d

Γ(ϕ̂d)
(εkd)

ϕ̂d−1 exp(−ϕ̂dεkd)

·
D(D−1)/2∏

b=1

exp
{
− 1

2γ0b
(ab − α0

b)
2
}

(35)

となる．ただし，式 (35)では，例として vineコピュラ

を構成する全てのペア・コピュラがフランク・コピュラ

である場合を示した．本研究で取り扱う 5種類のペア・

コピュラでは，パラメータの定義域が異なるため，コ

ピュラの種類に応じて事後確率密度関数を定式化する必

要がある．任意のペア・コピュラに対して，パラメータ

に ab ∈ (−1, 1)の制約がある正規コピュラ，tコピュラ

を用いるときの同時事後確率密度関数 π(a|ε, θ̂, Ξ̄)は，

式 (35)において π(ab)を

π(ab) =
φ
(

ab−α0
b

γ0
b

)
γ0b

(
Φ
( 1−α0

b

γ0
b

)
− Φ

(−1−α0
b

γ0
b

)) (36)

に置換すればよい．ただし，φ(·),Φ(·)は，それぞれ単
変量標準正規確率密度関数，単変量標準正規分布関数

を表す．また，パラメータに ab ∈ (1,∞)の制約がある

ガンベル・コピュラを用いるときの同時事後確率密度

関数 π(a|ε, θ̂, Ξ̄)は，式 (35)において π(ab)を

π(ab) =
(ab − 1)α

0
b−1

(γ0b )
α0

bΓ(α0
b)

exp

(
−ab − 1

γ0b

)
(37)

と置換すればよい．さらに，パラメータに ab ∈ (−1,∞)

の制約があるクレイトン・コピュラを用いるときの同

時事後確率密度関数 π(a|ε, θ̂, Ξ̄)は，式 (35)において

π(ab)を

π(ab) =
(ab + 1)α

0
b−1

(γ0b )
α0

bΓ(α0
b)

exp

(
−ab + 1

γ0b

)
(38)

と置換すればよい．

(5) 同時事後確率密度関数の推定

同時事後確率密度関数 π(a|ε, θ̂, Ξ̄)を求めるために，

条件付き事後確率密度関数を利用するギブスサンプリ

ング13)を用いる手法がある．ここでは，他のパラメー

タ値を既知とした条件付き事後確率密度関数を用いて，

式 (35)を算出する．なお，ギブスサンプリングにおけ

る各パラメータの条件付き事後確率密度関数の算出に

際しては，事後分布から直接サンプリングすることが

困難なために，それぞれに対してメトロポリス・ヘイ

スティング法（以下，MH法）を用いる必要がある．

多元的劣化過程モデルの各パラメータの条件付き事

後確率密度関数を利用して，同時事後確率密度関数を

導出する．vineコピュラに関する未知パラメータベク

トル aから ae1 (e1 = 1, · · · , D(D−1)/2)を除いたベク

トルを a−e1，異質性パラメータ行列 εから εe3e2 (e2 =

1, · · · , D; e3 = 1, · · · ,K)を除いたベクトルを ε−e3
−e2 と表

す．a−e1，εを既知とした時の ae1 の条件付き事後確率

密度関数 π(ae1 |a−e1 , ε, θ̂, Ξ̄)は，

π(ae1 |a−e1 , ε, θ̂, Ξ̄) ∝ π(ae1)
K∏

k=1

c
(
ae1 |a−e1 , ε

k, ϕ̂
)

(39)

と表せる．ただし，π(ae1)には，採用するコピュラに

応じて次式を代入する．

π(ae1) =



φ

(
ae1−α0

b
γ0
b

)
γ0
b

(
Φ
( 1−α0

b
γ0
b

)
−Φ

(−1−α0
b

γ0
b

))
（正規コピュラ，tコピュラの場合）

(ae1−1)
α0
b
−1

(γ0
b
)
α0
bΓ(α0

b
)
exp

(
−ae1−1

γ0
b

)
（ガンベル・コピュラの場合）

(ae1+1)
α0
b
−1

(γ0
b
)
α0
bΓ(α0

b
)
exp

(
−ae1+1

γ0
b

)
（クレイトン・コピュラの場合）

exp
{
− 1

2γ0
b

(ae1 − α0
b)

2
}

（フランク・コピュラの場合）

(40)

また，式 (35)より，a，ε−e3
−e2 を既知とした時の εe3e2 の

条件付き事後確率密度関数 π(εe3e2 |a, ε
−e3
−e2 , θ̂, Ξ̄)は，

π(εe3e2 |a, ε
−e3
−e2 , θ̂, Ξ̄) ∝

D(D−1)/2∏
b=1

c
(
ab|a−b, ε

e3 , ϕ̂
)

I−1∏
i=1

I∏
j=1

Le3∏
le3=1

[
j∑

s=i

ψs
ij(λ̃

le3
e2 ) exp(−λ̃le3s,e2ε

e3
e2z

le3
e2 )

]δ̄
le3 ,e2
ij

10



· (ϕ̂e2)
ϕ̂e2

Γ(ϕ̂e2)
(εe3e2)

ϕ̂e2−1 exp(−ϕ̂e2εe3e2) (41)

と表せる．

これらの条件付き事後確率密度関数に対してMH法

を用いてサンプリングをおこない，式 (35)の同時事後

確率密度関数を算出する．MH法では事後分布（目標

分布）からのサンプリングが難しい場合に，これを近

似するような分布（提案分布）からサンプリングを行

う．これと同時に目標分布と提案分布の差異を修正す

る．これらの操作をギブスサンプリングと同様の手順

に従い繰り返したとき，十分に大きな繰り返し回数に

おいてサンプリングされた標本は目標分布からランダ

ムサンプリングされた標本とみなすことができる12)．

コピュラに関するパラメータ ae1
(
e1 = 1, · · · , D(D−

1)/2)
)
を例に，サンプリング方法を説明する．いま，

目標分布を π(ȧe1 |a−e1 , ε, θ̂, Ξ̄)，提案分布の確率密度

関数を q
(
ȧ′e1 |ȧ

(n−1)
e1

)
と表す．提案分布を用いて n 回

目のサンプリングで事後分布からの標本の候補として

q
(
ȧ′e1 |ȧ

(n−1)
e1

)
に従う標本 ȧ′e1 を発生させる．提案され

た標本 ȧ′e1 は目標分布 π(ȧe1 |a−e1 , ε, θ̂, Ξ̄)からの標本

でないために，その差を修正するために，確率

χa

(
ȧ′e1 |ȧ

(n−1)
e1

)
= min

[
π(ȧ′e1 |a−e1 , ε, θ̂, Ξ̄)q(ȧ′e1 |ȧ

(n−1)
e1 )

π(ȧ
(n−1)
e1 |a−e1 , ε, θ̂, Ξ̄)q(ȧ

(n−1)
e1 |ȧ′e1)

, 1

]
(42)

に従って受容され，ȧ
(n)
e1 = ȧ′e1 とする．また棄却され

た場合には ȧ
(n)
e1 = ȧ

(n−1)
e1 とする．本研究では，各サ

ンプリングに対して独立MH法を適用する．独立MH

法は，事後分布の制約を考慮した提案分布を用いる方

法の 1 つであり，広く利用されている．具体的には，

q(ȧ′e1 |ȧ
(n−1)
e1 ) = q(ȧ′e1)のような確率密度を有する提案

分布を用いる方法である．条件付き事後確率密度関数

π(ae1 |a−e1 , ε, θ̂, Ξ̄)は，定義域が 0以上という制約を

有している．本研究では，これを満たす提案分布とし

て 4.(3)で設定した各パラメータの事前分布をそれぞ

れ採用することにする．例えば，正規コピュラを採用

した場合，提案分布 T N (a′e1 |α
0
e1 , γ

0
e1)より発生させた

n回目の候補 a′e1 が受容される確率は，

χa

(
ȧ′e1 |ȧ

(n−1)
e1

)
= min

[
π(ȧ′e1 |a−e1 , ε, θ̂, Ξ̄)

π(ȧ
(n−1)
e1 |a−e1 , ε, θ̂, Ξ̄)

, 1

]
(43)

と表現できる．実際の数値計算では区間 [0, 1]で定義さ

れる一様分布 U(0, 1)から，一様乱数 ρ ∼ U(0, 1)を発
生させ，a

(n)
e1 を以下のルールに従い決定する．

a(n)e1 =

{
a
(n−1)
e1 ρ > χa

a′e1 ρ ≤ χa

(44)

ま た ，他 の コ ピュラ を 採 用 し た 場 合 や

1+= nn

1+= nn

Step4

nn >

Yes

No

Step2-1 a(n)

a(n)( ) ( ) ( )( )Ξ,ˆ,,| θεaπ
11

11

−−

−

nn

e

n

e
a

Step3

nn >

Yes

No

a(n), ε(n)

Step1

- : a(0)

- : ε(0)

- θ=(β, φ)

- :

- :  n, n

Step2-2
( )ne

e
ε 3

2

( ) ( ) ( )( )Ξ,ˆ,,| θεaπ
13

2

3

2

−−

−

ne

e

nne

e
ε

( )ne

e
ε 3

2

図–4 推定フロー

π(εe3e2 |a, ε
−e3
−e2 , θ̂, Ξ̄)も同様である．

条件付き事後確率密度関数 (39),(41)を用いた具体的

な推計手順を図–4に示している．推計手順は以下のス

テップで構成される．

Step1

施設に発現するD種類の劣化事象の進展過程を表す

混合マルコフ劣化ハザードモデルに関するパラメー

タを事前に推定し，推定値 θ̂を獲得する．事前分

布のパラメータ値 α0
b , γ

0
b

(
b = 1, · · · , D(D− 1)/2

)
を任意に設定する．また，コピュラに関するパラ

メータベクトル a及び異質性パラメータ行列 εの

初期値 a(0)，ε(0)を任意に設定する．n = 1に設定

する．また，サンプリング回数 n，nを設定する．

Step2

サンプリング回数 nのコピュラに関する未知パラ

メータベクトル a(n) 及び異質性パラメータ行列

ε(n) を次のようにサンプリングする．

Step2-1

サンプリング回数 nの未知パラメータ a
(n)
e1

(
e1 =

1, · · · , D(D−1)/2
)
を π(a

(n)
e1 |a(n−1)

−e1 , ε(n−1), θ̂, Ξ̄)

から独立MH法によりサンプリングする．

Step2-2

サンプリング回数 n の異質性パラメータ

εe3e2
(n) (e2 = 1, · · · , D : e3 = 1, · · · ,K) を

11



π(εe3e2
(n)|a(n), ε−e3

−e2

(n−1)
, θ̂, Ξ̄) からサンプリング

する．

Step3

十分大きな nに対して n > nならば a(n)，ε(n)を

記録する．

Step4

n = nならば計算を終了する．n < nならば n =

n+ 1として Step2に戻る．

十分大きな nに対して，このようなマルコフ連鎖が

定常状態に達していると考えれば，独立MH法を用い

たサンプリングによる a (n = n + 1, n + 2, · · · , n)の
サンプリングは，(33)に示した同時事後確率密度関数

π(a|ε, θ̂, Ξ̄) からのサンプリングと等しくなる．した

がって，サンプリングによって得られるこれらの標本

を用いて，パラメータベクトル aの同時事後確率密度

関数に関する統計量を計算することが可能となる．

(6) 事後分布に関する検定統計量

MCMC法によって得られた標本に基づいて，コピュラ

に関するパラメータベクトルaに関する推定値を決定す

ることができる．いま，MCMC法により得られた標本を

a =
(
a
(n)
1 , a

(n)
2 , · · · , a(n)D(D−1/2)

)
(n = 1, · · · , n)と表すこ

ととする．このうち，最初の n個を事後分布への収束過

程からの標本と考え，標本集合から除去する．そのうえ

で，パラメータの標本添字集合をM = {n+ 1, · · · , n}
と定義する．このとき，パラメータ aの同時確率分布

関数 A(a)は，

A(a) =
#(a(n) ≤ a, n ∈ M)

n− n
(45)

と表すことができる．ただし，#(a(n) ≤ a, n ∈ M)は

論理式 a(n) ≤ a, n ∈ Mが成立するサンプルの総数で

ある．また，パラメータ aの事後分布の期待値ベクト

ル âは，

â =
(
â1, · · · , âD(D−1)/2)

)′
=

( n∑
n=n+1

a
(n)
1

n− n
, · · · ,

n∑
n=n+1

a
(n)
D(D−1)/2

n− n

)′
(46)

と表される．また，ギブスサンプリングによる標本

を用いて，パラメータ a の信用域を定義できる．

100(1 − 2κ)%信用域は，標本順序統計量 (aκb , a
κ
b )
(
b =

1, · · · , D(D − 1)/2
)

aκb = argmax
a∗
b{#(a

(n)
b ≤ a∗b , n ∈ M)

n− n
≤ κ

}
(47a)

aκb = argmin
a∗∗
b{#(a

(n)
b ≥ a∗∗b , n ∈ M)

n− n
≤ κ

}
(47b)

表–2 コピュラのパラメータとケンドールの τ の関係

コピュラの種類 ケンドールの τ

正規コピュラ (2/π) arcsin(ab)
tコピュラ (2/π) arcsin(ab)

ガンベル・コピュラ 1− 1/ab

クレイトン・コピュラ ab/(ab + 2)

フランク・コピュラ 1 + (4/ab)
(
De(ab)− 1

)

を用いて aκb < ab < aκb と定義できる．

MCMC法では，初期パラメータ値 a(0) が不変分布

である事後分布からの標本である保証はない．ギブス

サンプリングで発生させた n個のサンプルのうち，最

初の n個の標本 a(n)(n = 1, · · · , n)を事後分布に収束
する過程からのサンプリングと考える．その上で，第

n+1回以降の標本を取り上げる．n+1以降の標本が，

不変分布である事後分布からの標本であるかをGeweke

の方法26)を用いて仮説検定を試みる．

さらに，ペア・コピュラでは，式 (46)によって得ら

れたコピュラに関するパラメータの推定値 âを用いて，

異質性パラメータ間の関係性を表すケンドールの τ（順

位相関係数）を解析的に導出することができる17)．詳

細な導出過程については参考文献17)に譲り，表–2に各

コピュラのパラメータとケンドールの τ との関係を示

す．ただし，フランク・コピュラとの関係を示す式中に

含まれる関数Deは

De(ab) =
1

ab

∫ ab

0

ι

eι − 1
dι (48a)

で表される 1次のデバイ関数である．表–2を用いるこ

とで，異なるコピュラによって表現される異質性パラ

メータ間の相関関係を一意的に評価することが可能と

なる．

5. おわりに

本研究では，施設に発現する劣化事象間の異なる相

関関係を詳細に表現した上で，施設の劣化状態を多元

的に評価するための方法論を提案した．具体的には，個

別の劣化事象の進展過程を異質性を考慮した混合マル

コフ劣化ハザードモデルにより表現するとともに，異

質性パラメータの同時分布関数をコピュラを用いて表

すことで，劣化事象内の異質性間に介在する相関性を

定量的に評価した．また，その際，異質性間の相関性

を表すコピュラを vineコピュラの概念に基づき詳細に

記述することにより，異なる劣化事象間の相関関係を

適切に表現することを可能とした．なお，点検データ

を用いた実証分析に関する詳細は，本発表時に報告さ

せていただきたい．
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