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道路付帯機器システムのアセットマネジメントを実施する際には，機器システムの劣化予測を行い，リスク評

価とライフサイクル費用を勘案した上で，最適な更新施策を検討しなければならない．また機器システムのよ

うな消耗故障系機器に関しては，劣化過程が時間依存性を有していると考えられるため，個々の機器システム

が有する劣化加速度の異質性を定量化する必要がある．本研究では，道路付帯機器システムの劣化過程を，故

障率の異質性および劣化加速度の異質性を考慮した，２次元混合ワイブル劣化ハザードモデルにより記述する．

さらに，２次元異質性をガンマ分布によって表現するとともに，異質性パラメータ間の相関構造を，アルキメ

ディアン・コピュラと２次元異質性の周辺分布を用いた同時分布として表現する方法論を提案する．

Key Words : two dimensional mixed Weibull deterioration hazard model, copula, Bayesian estima-
tion, asset management

1. はじめに

道路交通サービスを支援する道路付帯機器システム

（以下，機器システム）は，多様かつ膨大な数の機器群

により構成されている．機器システム導入時点から時

間が経過するに従って，各機器の劣化が進展し，機器

の故障率が増加する．故障した，あるいは劣化の進展

した機器に対しては，適宜更新が実施されることにな

る．このとき更新施策として，1）時間軸上のある時点

でシステム内の全ての機器を故障の有無にかかわらず

更新する一括更新施策，2）定期的に実施される点検の

実施時点に故障している機器のみを更新する逐次更新

施策が考えられる．また，一般的な社会基盤施設と比

べ，機器システムの保守を実行するためには，部品調

達等の在庫問題や，陳腐化した機器システムに対する

保守技術者の確保等が必要となる．このような機器の

陳腐化に伴うリスク（以下，陳腐化リスク）は，シス

テム導入からの時間経過に伴って増大する．機器シス

テムのアセットマネジメントを実施するためには，機

器システムの導入時点において各機器の故障過程を定

量化し，一括更新施策および逐次更新施策それぞれに

おける期待故障数等を把握することによって，機器の

保守業務に関する緻密な計画を策定していくことが重

要となる．

機器の故障過程は，ハザードモデル1)に代表される生

存時間解析に基づいて記述される．社会基盤施設のア

セットマネジメントにおいて用いられるワイブル劣化

ハザードモデル2)では，劣化過程（ハザード率）は劣化

速度と劣化加速度で制御され，観測可能な劣化要因は

劣化速度に内包される．一方で，不可観測な要因が機器

の劣化過程に及ぼす影響が無視できない場合も少なく

ない．劣化速度に影響を及ぼす観測不可能な要因（以

下，異質性）をガンマ分布に従う確率変数（異質性パラ

メータ）として表現したランダム比例ワイブル劣化ハ

ザードモデルが提案されている3)．ただし，ランダム比

例ワイブル劣化ハザードモデルは，劣化速度に介在す

る異質性を異質性パラメータとして定義して，ハザー

ド率に乗ずることによって個々の機器の劣化過程を表

現した比例ハザードモデルであり，同モデルにおいて

ワイブル劣化ハザードモデルの劣化加速度に介在する

異質性は考慮されていない（全ての機器で同一の値を

取ることになる）．ランダム比例ワイブル劣化ハザード

モデルを用いることにより，例えば，機器タイプ（ある

いは機器タイプを使用・環境条件でさらに細分化した

機器グループ）ごとに劣化過程を識別することが可能

となったが，現実の機器の劣化過程を考えた場合，機

器タイプごとに損傷項目が異なることから，劣化加速

1



度も劣化速度と同様に，多様に変化すると考えられる．

さらに，上述の 2種類の更新施策（一括更新施策，逐次

更新施策）のいずれを採用するかを考えた場合，2.(3)

で詳述するように，機器タイプごとの劣化加速度が極

めて重要な因子となり，劣化速度のみならず，劣化加速

度に対しても異質性を考慮する必要がある．

以上の問題意識のもとに，本研究では，機器システム

を構成する機器の故障確率の時間的変化を，劣化速度，

劣化加速度それぞれに対する 2種類の異質性を考慮し

て表現するための 2次元混合ワイブル劣化ハザードモ

デルを開発する．その際に，2種類の異質性パラメータ

の周辺分布をガンマ分布として表現するとともに，異

質性の相関構造をアルキメディアン・コピュラを用いて

表現し，2種類の異質性の同時分布を定義する．以下，

2.で本研究の基本的な考え方を説明する．3.では機器

システムの故障過程をモデル化し，4.で 2次元混合ワ

イブル劣化ハザードモデルの推計手法について述べる．

2. 本研究の基本的な考え方

(1) 従来の研究概要

本研究では，道路付帯機器の故障過程をワイブル劣

化ハザードモデルで表現するとともに，膨大な種類の機

器で構成される道路交通サービスの支援機器の故障特

性の異質性をシステム的に分析する方法論を提案する．

機器の統計的故障解析に関しては，ハザードモデル4),5)

を用いた研究事例が蓄積されている．また，アセット

マネジメントの分野においても，マルコフ劣化ハザー

ドモデル6)をはじめとして，多様な劣化ハザードモデル
7)−10)が提案されている．道路付帯機器の故障過程を分

析する場合，機器の故障事象は，故障の有無という 2値

情報で表現されるために，伝統的なハザードモデルの

適用が可能である．すでに，貝戸等は，交通管制シス

テムが膨大な種類の機器類で構成されていることに着

目し，多品種・少数の機器群の故障過程をモデル化す

るために，ランダム比例ワイブル劣化ハザードモデル3)

を提案している．ランダム比例ワイブル劣化ハザード

モデルでは，ベンチマークとなる標準的な故障ハザー

ド関数を異質性パラメータが 1となる場合のベースラ

イン関数を用いて表現するとともに，個々の機器の故

障ハザード関数の異質性を比例的パラメータを用いて

表現することを目的としている．本研究では，ランダ

ム比例ワイブル劣化ハザードモデルに劣化加速度の異

質性を加えて考慮した 2次元混合ワイブル劣化ハザー

ドモデルを開発する．

(2) 道路付帯機器システムの故障過程

情報システムの機器の故障は，機器の劣化とは関係

なく故障が発生する偶発的故障と，劣化が原因となって

発生する消耗系故障に大別される．偶発的故障の発生

過程は指数劣化ハザードモデル，消耗系発生過程はワ

イブル劣化ハザードモデルにより表現することが可能

である．消耗故障系機器では，直近の更新時点からの経

過時間が長くなるほど，故障の発生確率（ハザード率）

が大きくなる．本研究では，このような消耗故障系機

器の寿命分布がワイブル分布に従うと仮定する．さら

に，異なる装置を構成する機器のハザード率が，時間

の関数として表現できると考える．このようなハザー

ド率の時間的変化を表した関数をハザード関数と呼ぶ．

一方，偶発故障系機器の寿命分布は指数分布に従うと

する．

高速道路の道路付帯機器システムには，消耗故障系

機器と偶発故障系機器が混在していると考えられる．指

数劣化ハザードモデルは，ワイブル劣化ハザードモデ

ルの加速度パラメータを 1.0とした特殊形である．本

研究で提案する 2次元混合ワイブル劣化ハザードモデ

ルでは，加速度パラメータ（3.以降の mρ）の定義域

(0,∞)に 1を含みm，ρを推計する．mは，機器群全

体の劣化加速度を規定し，モデルの推計過程では，平均

を 1とする加速度の異質性パラメータ ρに対する規格

化定数の役割も兼ねる．一方，平均値を 1とする ρは，

個々の機器タイプごとに規定され，機器タイプの劣化

加速度の異質性を推計する．推計された mρが 1に近

づけば，当該機器タイプでは偶発故障が卓越し，mρが

大きくなるにつれ消耗故障が卓越する．このように，2

次元混合ワイブル劣化ハザードモデルを推計すること

により，それぞれの機器タイプの故障特性を明示的に

識別することができる．

道路付帯機器システムは数多くの機器で構成される

が，各道路付帯システムを構成する機器の数は十分で

ない場合が多い．2 次元混合ワイブル劣化ハザードモ

デルは，ベースライン関数となるワイブル劣化ハザー

ド関数のパラメータと，道路付帯機器システムにおけ

るの異質性分布を表す確率分布のパラメータを推計す

ることにより，道路付帯機器システム間のハザード率

の異質性を容易に表現できる．一方，ワイブル劣化ハ

ザード率の異質性を混合確率モデルで表現しない場合，

同一の故障特性を有する機器タイプごとに異なるワイ

ブル劣化ハザードモデルを推計することが必要となる．

しかし，各道路付帯機器システムを構成する機器の数

が少ない場合，ワイブル劣化ハザードモデルを推計す

ることが困難となる．以上のことを考慮すると，機器

間の劣化速度の異質性をハザード率に乗ずる確率分布

として，劣化加速度の異質性を加速度パラメータに乗
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ずる確率分布として，それぞれ表現可能な 2次元混合

ワイブル劣化ハザードモデルは，多品種・少数の機器

構成を有する道路付帯機器システムの故障過程を表現

するために優れた性質を有しているといえる．

(3) 異質性の 2次元配置の定量化と更新施策

本研究で提案する 2次元混合ワイブル劣化ハザード

モデルでは，劣化速度の異質性と劣化加速度の異質性

を 2次元的に表現する．道路付帯機器システムに限ら

ず，社会基盤施設の劣化過程には施設の種類や設置箇

所の違いに起因した異質性が存在することが少なくな

い．これまでに混合マルコフ劣化ハザードモデル8)や

ランダム比例ワイブル劣化ハザードモデル3)のような，

ハザード率に対する比例的な異質性を表現した劣化予

測モデルが開発されている．しかし，道路付帯機器シ

ステムでは，その供用経過時間が劣化加速度としてハ

ザード率に大きく影響するため，劣化加速度の異質性

を考慮した上でシステム全体の点検・更新政策を検討

することが望ましい．例えば，消耗故障系機器では，供

用開始からある程度時間が経過した時点で，複数の機

器が一斉に故障し始める．同時に供用が開始された複

数の消耗故障系機器に対して，逐次更新施策を行った

場合，供用開始直後では，更新対象の機器が極めて少

なく，ある程度時間が経過した後はリスク管理水準を

満足しない，あるいは，逐次更新で相当数の機器を更

新するという不経済が生じてしまう．そのため，この

ような消耗故障系機器に対しては，ある時間が経過し

た時点で一括更新を行う施策が，リスク管理水準を満

足しつつ，ライフサイクル費用を最小とする最適施策

であると考えられる．一方で，偶発故障系機器に対し

ては，同様の議論を通じて，逐次更新施策が最適施策

となると考えられる．2.(2)で述べたように，ある機器

タイプにおいて，偶発故障，消耗故障のいずれが卓越

するかは，劣化加速度の異質性として表現でき，劣化

加速度の異質性を推計することにより，機器に対して，

一括更新施策と逐次更新施策のいずれを採用すべきか

という問題を解決することができる．このように，機

器の更新施策の決定を目的として，劣化加速度の異質

性を定量的に評価した事例は，筆者らが知る限り過去

には存在しない．

2次元混合ワイブル劣化ハザードモデルでは，劣化速

度と劣化加速度の 2種類の異質性を点検・更新施策の

評価単位ごとに推計する．劣化速度の異質性は点検間

隔や更新間隔に，また，上述のように，劣化加速度の

異質性は更新施策に主に影響する．図–1には，2次元

混合ワイブル劣化ハザードモデルを用いて導出できる

2次元異質性プロットを模式的に示している．個々のプ

ロットは，それぞれの評価単位を表し，横軸は劣化加

図–1 2次元異質性パラメータと同時分布

速度の異質性パラメータ，縦軸は劣化速度の異質性パラ

メータを表す．同図を用いることにより，劣化速度の大

きく，重点監視を行うべき機器タイプや設置箇所を抽

出できる．さらに，評価単位に応じて，一括更新施策

と逐次更新施策のどちらが最適施策となるか明確に決

定できる．

さらに，本研究では，劣化速度の異質性と劣化加速

度の異質性の同時分布を各異質性パラメータの周辺分

布とコピュラ11),12)を用いて定義する．コピュラは，複

数の確率変数の周辺分布関数とそれらの同時分布関数

を接合する関数であり，接合分布関数とも呼ばれる．コ

ピュラを推計することにより，平均値を 1とする個々の

異質性分布の確率構造を保持しながら同時分布を推計

することができる．これにより，2種類の異質性間の相

関関係も定量的に評価できる．2種類の異質性の同時分

布を推計することにより，図–1に併せて示した異質性

の 2次元プロットを定量化することができる．2種類の

異質性プロットの定量化により，システムを構成する

機器群の内，どの程度の個数の機器に対して，一括更

新あるいは逐次更新がどの時点で必要なのかを求める

ことができる．1.で述べたように，高速道路付帯機器

システムにおいては，技術的陳腐化が起因し，その保

守業務に必要な資源数を予め把握しておくことが極め

て重要となる．本研究で提案する方法論は，更新施策

の最適化のみならず，管理者が保有する機器システム

全体に対して，将来必要となる保全のための資源数を

システムの導入時に把握することを可能とし，システ

ム導入の計画段階においても非常に有用となる．
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(4) パラメータの識別不可能性問題

本研究では，機器の故障過程をワイブル劣化ハザー

ドモデルにより表現する．機器の使用時間が sのとき，

ワイブル劣化ハザード関数は，尺度パラメータ γ と形

状パラメータ αを用いて，

λ(s, γ, α) = γαsα−1 (1)

と表現でき，その時間的推移は，パラメータペア (γ, α)

を所与とすると一意に定まる．図–2 には，2 種類の

パラメータペア (1.41−104 , 2.78)，(3.38−104 , 2.50)それ

ぞれに対して，ワイブル劣化ハザード関数の時間的推

移を生存関数として示した．同図では，2 種類のワイ

ブルハザード関数のパラメータペアが異なるにも関わ

らず，生存関数の形状が類似している．3. 以降では，

γ は ε exp(xβ′)に，αは ρmにそれぞれ相当する．ε，

β，ρ，m は未知パラメータであり，観測された複数

の使用時間を用いて定義される尤度関数に基づき推計

される．ここで，図–2 に示した生存関数が実際の観

測データを表している場合を考える．このとき，パラ

メータペア (1.41−104 , 2.78)，(3.38−104 , 2.50)では，観

測データの生起確率である尤度関数に優位な差が無く，

(1.41−104 , 2.78)，(3.38−104 , 2.50)のいずれを満たすパ

ラメータを推定結果とするかが一意に定まらない．こ

れを本研究では，ワイブル劣化ハザード関数のパラメー

タの識別不可能性問題と呼ぶ．ただし，個々の異質性

パラメータの期待値を 1に規格化し周辺分布を設定し

ているため，γが定まると εと βは一意に定まり，αが

定まると ρとmは一意に定まる．なお，パラメータの

識別不可能性問題は，2次元混合ワイブル劣化ハザード

モデルに限らず，ワイブル劣化ハザードモデルにおけ

る本質的な問題であるが，劣化加速度に対しても異質

性を考慮した 2次元混合ワイブル劣化ハザードモデル

においては，特にこの問題が顕著となる．

本研究では，パラメータの識別不可能性問題を，コ

ピュラを用いた 2種類の異質性パラメータの同時分布

をパラメトリックに設定することにより解消する．上

述のように，εと β，ρとmはそれぞれ識別性条件を満

足しているため，対象とするパラメータの識別不可能

性問題は 2種類の異質性パラメータ εと ρの間に識別

性を満足させることにより解消することができる．3.

で定式化する 2次元混合ワイブル劣化ハザードモデル

の尤度関数には，2種類の異質性パラメータの同時分布

が含まれる．そのため，βとmを与件としたときにハ

ザード関数に優位な差が生じない 2つの (ε,ρ)のペアに

対しても，それらの同時生起確率が異なるため尤度関

数も異なり，2種類の異質性パラメータ (ε,ρ)は一意に

定まり，パラメータの識別不能性問題を解消すること

ができる．

図–2 パラメータと生存関数の関係

3. 2次元混合ワイブル劣化ハザードモデル

(1) ワイブル劣化ハザードモデル

カレンダー時刻 s0 を初期時点 t = 0とする離散的時

間軸を考える．時間軸上の点を時点と呼び，カレンダー

時刻と区別する．初期時点 t = 0に機器が更新され，そ

れが故障するまでの期間（以下，寿命と呼ぶ）に着目す

る．記述が煩雑となるのを防ぐため，機器のタイプに関

する添え字を本節に限り省略する．さらに，機器は連

続して使用されており，日常的な道路巡回や高速道路

利用者の通報などにより，機器の故障の有無は常時観

測されていると考える．機器の寿命を確率変数 ζ で表

し，ζ は確率密度関数 f(ζ)，分布関数 F (ζ)に従って分

布すると考える．ただし，寿命 ζ の定義域は [0,∞)で

あり，f(0) = 0，F (0) = 0が必ず成立する．いま，直

近の更新時点から任意の使用期間 s ∈ [0,∞)に対して，

機器が故障しないで生存する確率（以下，生存確率と

呼ぶ）F̃ (s)は，全事象確率 1から使用期間 sの間に機

器が故障する累積故障確率 F (s)を差し引いた値

F̃ (s) = 1− F (s) (2)

により定義できる．ここで，機器が使用時間 sにわた

り生存し，かつ期間 [s, s +∆s]中にはじめて故障する

確率は

λ(s)∆s =
f(s)∆s

F̃ (s)
(3)

と表せる．機器が使用期間 sにわたり生存し，かつその

瞬間に故障する確率密度 λ(s)を「劣化ハザード関数」

と呼ぶ．式 (2)の両辺を sに関して微分することにより，

dF̃ (s)

ds
= −f(s) (4)

を得る．この時，式 (3)は

λ(s) =
f(s)

F̃ (s)
=

d

ds

(
− log F̃ (s)

)
(5)
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と変形できる．ここで，F̃ (0) = 1 − F (0) = 1を考慮

し，式 (5)を積分すれば∫ s

0

λ(u)du = − log F̃ (s) (6)

を得る．したがって，劣化ハザード関数 λ(u)を用いれ

ば，使用期間 sまで機器が生存する確率 F̃ (s)は

F̃ (s) = exp

[
−
∫ s

0

λ(u)du

]
(7)

と表される．このように，劣化ハザード関数 λ(u)の関

数形を決定すれば，機器の生存確率 F̃ (s)を導出するこ

とができる．さらに，F̃ (s) = 1−F (s)より，機器の累

積故障確率 F (s)を求めることができる．ここで，劣化

ハザード関数としてワイブル劣化ハザード関数

λ(s) = γmsm−1 (8)

を考える．ただし，γ は，到着密度を表すパラメータ，

mは，時間を通じたハザード率の増加傾向を表す加速

度パラメータである．ワイブル劣化ハザード関数を用

いた場合，機器寿命の確率密度関数 f(s)，および機器

の生存確率 F̃ (s)は，それぞれ

f(s) = γmsm−1 exp(−γsm) (9a)

F̃ (s) = exp(−γsm) (9b)

と表される．

(2) 2次元混合ワイブル劣化ハザードモデル

ここで，タイプ i (i = 1, · · · , I) の機器 li (li =

1, · · · , Li) に着目する．機器が更新されてから経過し
た使用時間を sと表す．タイプ iの機器の故障事象のハ

ザード率の時間的変化は，機器タイプ毎に異なると考

え，2次元混合ワイブル劣化ハザード関数

λi(s) = γmεiρi{s}mρi−1 (10)

に従うと考える．εiはタイプ iの劣化速度の異質性13),14)

を表すパラメータ，ρi は劣化加速度の異質性を表すパ

ラメータである．これらの異質性パラメータは，同一

タイプの機器に対して共通の値をとるように設定する．

このとき，タイプ iの機器の寿命分布を表す確率密度

関数 fi(s)，および生存確率 F̃i(s)は，それぞれ

fi(s) = γmεiρis
(mρi−1)

exp (−γεismρi) (11a)

F̃i(s) = exp (−γεismρi) (11b)

と表される．

ここで，異質性パラメータ εi, ρiがそれぞれ別個のガ

ンマ分布に従うと仮定する．一般に，ガンマ分布R(α, β)

の確率密度関数 r(εi : α, β)は

r(εi : α, β) =
1

βαΓ(α)
εα−1
i exp(−εi

β
) (12)

と定義できる．r(εi : α, β) は εi を変数とする関数で

あり，パラメータ α，β に応じて変化する．そのこと

を明示するために記号「:」を用いている．ガンマ分布

R(α, β)の平均は µ = αβ，分散は σ2 = αβ2 である．

また，Γ(·)はガンマ関数である．異質性パラメータの
平均値を 1に基準化するために，平均値 1，分散 1/ϕの

ガンマ分布の確率密度関数 g(εi : ϕ)

g(εi : ϕ) =
ϕϕ

Γ(ϕ)
εϕ−1
i exp(−ϕεi) (13)

に異質性パラメータ εiが従うと考える．同様に，劣化

の進行加速度に関する異質性パラメータ ρiに関しても，

ガンマ分布の確率密度関数 h(ρi : ψ)

h(ρi : ψ) =
ψψ

Γ(ψ)
ρψ−1
i exp(−ψρi) (14)

に従うと仮定する．本研究では，ガンマ分布 (13)，(14)

のパラメータ ϕ，ψも機器の点検データを用いて推計す

る．具体的には，ϕ，ψをハイパーパラメータとする階

層ベイズモデルを構築する．このことにより，異質性

パラメータの推計精度を向上させることが可能となる．

(3) 2次元異質性の相関構造

異質性パラメータ εi，ρi の同時確率分布をコピュラ

Cを用いて表す．コピュラの詳細は参考文献11),12)に譲

るが，読者の便宜を図るためにコピュラの概要を説明

する．周辺分布関数G，H を持つ確率変数 εi，ρiの連

続な同時分布関数を F (εi, ρi)とすると，スクラーの定

理15)より，

F (εi, ρi) = C(G(εi),H(ρi)) (15)

を満たすコピュラ C が一意に存在する．スクラーの定

理から，コピュラ C に周辺分布G，H を適用すること

で生成されるC(G(εi),H(ρi))は，周辺分布を区間 [0, 1]

とする同時分布関数である．また，

• 任意の u = G(εi) ∈ [0, 1] について C(u, 0) = 0

• 任意の u = G(εi) ∈ [0, 1] について C(u, 1) = u

• 任意の v = H(ρi) ∈ [0, 1] について C(0, v) = 0

• 任意の v = H(ρi) ∈ [0, 1] について C(1, v) = v

• u1 ≤ u2, v1 ≤ v2 を満たすすべての (u1, v1)，

(u2, v2) ∈ [0, 1]2 に対して，

2∑
i=1

2∑
j=1

(−1)i+jC(ui, vj) ≥ 0

の 3つの性質を全て満たすような関数 C がコピュラと

して定義される12)．同時確率密度関数 f(εi, ρi)は，コ

ピュラの分布関数C(G(εi),H(ρi))あるいは確率密度関

数 c(G(εi),H(ρi))を用いて，

f(εi, ρi) =
∂2C(G(εi),H(ρi))

∂G(εi)∂H(ρi)
g(εi)h(ρi)

= c(G(εi),H(ρi))g(εi)h(ρi) (16)
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表–1 代表的なアルキメディアン・コピュラ

コピュラ 生成関数 ζ(x) (x = u, v) 分布関数 C(u, v) 確率密度関数 c(u, v) =
∂2C(u, v)
∂u∂v

ガンベル
(− lnx)a exp[−{

∑
x=u,v(− lnx)a}

1
a ]

exp[−{
∑
x=u,v(− ln x)a}

1
a ]

∏
x=u,v ln x−a−1

uv

a ∈ (1,∞) {
∑
x=u,v(− ln x)a}

1
a−2 [

∑
x=u,v(− ln x)a}

1
a + a − 1]

クレイトン 1
a (x

−a − 1) (
∑

x=u,v x
−a − 1)−

1
a

(1 + a)(
∏

x=u,v x
−a−1)

a ∈ (0,∞) (
∑

x=u,v x
−a − 1)−

1
a
−2

フランク ln{exp(−ax)− 1} −1
a ln

[
1 +

∏
x=u,v{exp(−ax)−1}

{exp(−a)−1}

] −a
∏
x=u,v exp(−ax)(exp(−a)−1)

{(exp(−a)−1)+
∏
x=u,v exp(−ax)−1}a ∈ (0,∞) − ln{exp(−a)− 1}

注）ただし，任意の関数 f(·)に関して，
∑

x=u,v f(x) = f(u) + f(v)，
∏

x=u,v f(x) = f(u)f(v)が成立する．

と表現できる．周辺確率密度関数 g(εi)，h(ρi)はそれ

ぞれガンマ分布の確率密度関数式 (13),(14)で表現され

る．本研究では周辺分布に関する情報を用いて同時確

率分布を表現するために様々なコピュラが提案されて

いる．本研究では，乱数発生方法が知られているなど

実務的にも扱いやすい，1 パラメータ・アルキメディ

アン・コピュラ11)を用いる．周辺分布関数をそれぞれ

G(εi) = u，H(ρi) = vとする 2変量間の 1パラメータ・

アルキメディアン・コピュラの分布関数 C(u, v)は，生

成関数 ζ(x) (x = u, v)を用いて，

C(u, v) = ζ−1(ζ(u) + ζ(v)) (17)

と表現できる．本研究の実証分析においては，アルキ

メディアン・コピュラとしてガンベル・コピュラ16)，ク

レイトン・コピュラ17)，フランク・コピュラ18)の 3種

類のコピュラをとりあげる．表–1にガンベル・コピュ

ラ，クレイトン・コピュラ，フランク・コピュラの生成

関数，分布関数，確率密度関数を示している．また，ガ

ンベル・コピュラのパラメータは a ∈ (1,∞)，クレイ

トン・コピュラ，フランク・コピュラのパラメータは

a ∈ (0,∞)を満たす．Romano19)は経験コピュラ20)と

の相違が最小となるコピュラを選定する方法を提案し

ている．一方，Breymann等21)は，パラメータ数の異

なるコピュラ間での選定を考慮し，AIC（赤池情報量

基準）22)をコピュラ選定基準としている．本研究では，

コピュラを内包したワイブルハザードモデル間でのモ

デル比較を行うため，後者の AICをコピュラ選定基準

として採用する．

このように，コピュラを用いることにより，各異質

性パラメータはそれぞれのガンマ分布に従い，平均値

が 1となるというベンチマーキングモデルの特性を維

持しつつ，異質性パラメータの同時分布を表現するこ

とができる．本研究では，コピュラのパラメータ a，周

辺分布のパラメータ ϕ，ψを推計することにより，2種

類の異質性パラメータの同時分布を推計する．

4. モデルの推計手法

(1) 尤度関数の定式化

いま，タイプ iの機器 li (li = 1, · · · , Li)に対して，
それぞれの故障事象に関するデータ s̄li，δ̄li が得られて

いると考える．s̄li は機器が更新されてからの使用時間

であり，δ̄li は故障の有無を表すダミー変数であり，

δ̄li =

{
1 故障している時

0 故障していない時
(18)

と定義する．記号「¯」は観測値であることを表す．ここ

で，機器 liの劣化速度が交通量などの可観測な特性変数

に応じて変化すると考える．機器 liの z (z = 1, · · · , Z)
番目の特性変数を x̄li,z とする．2次元混合ワイブル劣

化ハザード関数 (10)の γ を

γli = exp(x̄liβ
′) (19)

とする．̄xli = (x̄li,1, · · · , x̄li,Z)は特性変数ベクトルであ
る．βli = (β1, · · · , βZ)は未知パラメータベクトルであ
る．記号「 ′」は転置操作を表す．式 (11)に γ = γliを代

入して定義される機器 liの 2次元混合ワイブルハザード

関数の確率密度関数を fli(s)，生存確率を F̃li(s)と表す．

さらに，機器 liに関する観測値を ξ̄li = (s̄li , δ̄li , x̄li)とす

る．さらに，観測値データベクトルを ξ̄i = (ξ̄1, · · · , ξ̄Li)
と表す．また，観測値データ全体を Ξ̄と表す．

いま，機器 liに関する観測値 ξ̄li を与件とする．この

時，ξ̄liが獲得できる尤度は，劣化ハザードモデル，異質

性パラメータの周辺確率密度関数，コピュラを用いて，

ℓli(ξ̄li : β,m, εi, ρi, a, ϕ, ψ)

= {fli(s̄li : β,m, εi, ρi)}δ̄li {F̃li(s̄li : β,m, εi, ρi)}1−δ̄li

· c(G(εi),H(ρi) : a)g(εi : ϕ)h(ρi : ψ)

= {exp(x̄liβ
′)mεiρis̄

mρi−1
li

}δ̄li

· exp{− exp(x̄liβ
′)εis̄

mρi}

· c(G(εi),H(ρi) : a)g(εi : ϕ)h(ρi : ψ) (20)

と表現できる．この時，全ての観測値データ集合 Ξ̄が
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観測される尤度 L(Ξ̄ : θ)は，

L(Ξ̄ : θ) =
I∏
i=1

Li∏
li=1

ℓli(ξ̄Li : β,m, εi, ρi, a, ϕ, ψ)

(21)

と表現できる．ただし，θ = (β,m, a, ϕ, ψ)はパラメー

タベクトルを表し，ε = (ε1, · · · , εI)，ρ = (ρ1, · · · , ρI)
は異質性パラメータベクトルである．

(2) 事前確率密度関数の設定

一般的なベイズ推計手法では，パラメータの事前分

布と，観測情報に基づいて定義される尤度関数を用い

て，パラメータの事後分布を推計する．いま，尤度関

数を L(Ξ̄ : θ)と表す．ここで，パラメータベクトル θ

が確率変数で，同時事前確率密度関数χ(θ)に従うと仮

定する．目視点検データ Ξ̄が与件であるときに，未知

パラメータベクトル θの同時事後確率密度関数Π(θ|Ξ̄)

はベイズの定理より，

Π(θ|Ξ̄) ∝ L(Ξ̄ : θ)χ(θ) (22)

と表される．同時事前確率密度関数 χ(θ)を，

χ(θ) = χ(β,m, ϕ, ψ, a)

= χβ(β)χm(m)χϕ(ϕ)χψ(ψ)χa(a) (23)

と展開する．このように，未知パラメータベクトル θ =

(β,m, a, ϕ, ψ) の各要素は独立であると考える．また，

同時事前確率密度関数χ(θ)に異質性パラメータベクト

ル ε = (ε1, · · · , εI)，ρ = (ρ1, · · · , ρI)は含まれておら
ず，本研究では，個々の異質性パラメータを潜在変数

として捉えていることに留意されたい．式 (23)のよう

に，2次元混合ワイブル劣化ハザードモデルの事前確率

密度関数は，ワイブル劣化ハザードモデルのパラメー

タ βの事前確率密度関数 χβ(β)，異質性パラメータの

分散を規定するパラメータ ϕ，ψ の事前確率密度関数

χϕ(ϕ)，χψ(ψ)，コピュラの未知パラメータ aの事前確

率密度関数 χa(a)で構成される．

まず，事前確率密度関数χβ(β)として多次元正規分布

β ∼ NZ(µ,Σ)を用いる．ただし，NZ(µ,Σ)は期待値

ベクトルを µ，分散共分散行列をΣとした Z次元正規

分布である．また，加速度パラメータm，分散パラメー

タ ϕ，ψ，コピュラのパラメータ aの事前確率密度関数

として，ガンマ分布をm ∼ G(p0m, q0m)，ϕ ∼ G(p0ϕ, q0ϕ)，
ψ ∼ G(p0ψ, q0ψ)，a ∼ G(p0a, q0a)と設定する．ここに，p0m，
p0ϕ，p

0
ψ，p

0
a はガンマ分布の形状パラメータ，q

0
m，q

0
ϕ，

q0ψ，q
0
a は尺度パラメータである．ただし，a ∈ (1,∞)

の制約があるガンベル・コピュラに関しては u = a− 1

と変数変換し，u ∼ G(p0a, q0a)とする．これらの事前確
率密度関数が推計結果に与える影響は，点検データの

増加に伴い薄れていく．階層ベイズモデルに対しては

代表的な MCMC法であるギブスサンプリング法やメ

トロポリス・ヘイスティング法（以下，MH法）を組み

合わせて事後分布を算出する階層ベイズ推計が提案さ

れている．

(3) 同時事後確率密度関数の定式化

尤度関数（21）と事前確率密度関数（23）を用いて，

ベイズの定理（22）より，同時事後確率密度関数Π(θ|Ξ̄)

を定式化することができる．本稿で提案する 2次元混

合ワイブル劣化ハザードモデルの同時事後確率密度関

数Π(θ|Ξ̄)は具体的に以下のように表すことができる．

Π(θ|Ξ̄)

∝
I∏
i=1

Li∏
li=1

[
{exp(x̄liβ

′)mεiρis̄
mρi−1
li

}δ̄li

· exp{− exp(x̄liβ
′)εis̄

mρi}

· ϕϕ

Γ(ϕ)
εϕ−1
i exp(−ϕεi)

ψψ

Γ(ψ)
ρψ−1
i exp(−ψρi)

· c(G(εi),H(ρi) : a)
]

· exp
{
−1

2
(β − µ)Σ−1(β − µ)′

}
· 1

(q0m)p
0
mΓ(p0m)

mp0m−1 exp

(
− m

q0m

)
· 1

(q0ϕ)
p0ϕΓ(p0ϕ)

ϕp
0
ϕ−1 exp

(
− ϕ

q0ϕ

)

· 1

(q0ψ)
p0ψΓ(p0ψ)

ψp
0
ψ−1 exp

(
− ψ

q0ψ

)

· 1

(q0a)
p0aΓ(p0a)

ãp
0
a−1 exp

(
− ã

q0a

)
(24a)

G(εi) =
γ̃(ϕ, ϕεi)

Γ(ϕ)
(24b)

H(ρi) =
γ̃(ψ,ψρi)

Γ(ψ)
(24c)

c(G(εi),H(ρi) : a)

=



exp[−{(− lnG(εi))
a + (− lnH(ρi))

a} 1
a ]

·{(lnG(εi))(lnH(ρi))}a−1/{G(εi)H(ρi)}
·{(− lnG(εi))

a + (− lnH(ρi))
a} 1

a−2

·{(− lnG(εi))
a + (− lnH(ρi))

a} 1
a+a−1

　ガンベル・コピュラ

(1 + a){(G(εi)H(ρi))
−a−1}

·(G(εi)−a−1 +H(ρi)
−a−1 − 1)−1/a−2

クレイトン・コピュラ

−a exp(−aG(εi)) exp(−aH(ρi))

·{exp(−a)}/[{exp(−a)}
+{exp(−aG(εi))− 1}{exp(−aH(ρi))− 1}]2

　フランク・コピュラ

(24d)
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ただし，γ̃(·, ·)は不完全ガンマ関数である．また，ガン
ベル・コピュラのとき ã = a− 1，クレイトン・コピュ

ラとフランク・コピュラのとき ã = a である．なお，

G(εi : ϕ)，H(ρi : ψ)は，異質性パラメータの周辺分布

関数であり，G(εi)，H(ρi)と簡略化して表記している．

(4) 同時事後確率密度関数の推計

2次元混合ワイブル劣化ハザードモデルを推計するた

めには，複数の未知パラメータと異質性パラメータを

推計する必要がある．本研究では，これら全てのパラ

メータをMCMC法により同時推計する．MCMC法に

おいて，次元の呪いを解消するために，これらのパラ

メータをギブスサンプリングすることを考える．以下

で，各パラメータの条件付き事後確率密度関数を定義

する．

いま，未知パラメータベクトル β の要素 βe1 (e1 =

1, · · · , Z)を除く部分ベクトルを β−e1 と表す．このと

き，同時事後確率密度関数Π(θ|Ξ̄)を用いて，β−e1，m，

ϕ，ψ，a，ε，ρ，Ξ̄を既知としたときの βe1 の条件付き

事後確率密度関数Π(βe1 |β−e1 ,m, ϕ, ψ, a, ε,ρ, Ξ̄)は，

Π(βe1 |β−e1 ,m, ϕ, ψ, a, ε,ρ, Ξ̄)

∝ exp
[ I∑
i=1

Li∑
li=1

{
δ̄li x̄li,e1βe1 − exp(x̄liβ

′)εis̄
mρi
}

−1

2
(β − µ)Σ−1(β − µ)′

]
(25)

と 表 現 で き る ．β，ϕ，ψ，a，ε，ρ，Ξ̄ を 既 知

としたときの m の条件付き事後確率密度関数

Π(m|β, ϕ, ψ, a, ε,ρ, Ξ̄)は，

Π(m|β, ϕ, ψ, a, ε,ρ, Ξ̄)

∝
I∏
i=1

Li∏
li=1

[
(ms̄mρi−1)δ̄li exp

{
− exp(x̄liβ

′)εis̄
mρi
} ]

· mp0m−1 exp

(
− m

q0m

)
(26)

と表現できる．β，m，ψ，a，ε，ρ，Ξ̄ を既知

としたときの ϕ の条件付き事後確率密度関数

Π(ϕ|β,m, ψ, a, ε,ρ, Ξ̄)は，

Π(ϕ|β,m, ψ, a, ε,ρ, Ξ̄)

∝
I∏
i=1

{
ϕϕ

Γ(ϕ)
εϕ−1
i exp(−ϕεi)c(G(εi),H(ρi) : a)Li

}

· ϕp
0
ϕ−1 exp

(
− ϕ

q0ϕ

)
(27)

と 表 現 で き る ．β，m，ϕ，a，ε，ρ，Ξ̄ を 既 知

としたときの ψ の条件付き事後確率密度関数

Π(ψ|β,m, ϕ, a, ε,ρ, Ξ̄)は，

Π(ψ|β,m, ϕ, a, ε,ρ, Ξ̄)

∝
I∏
i=1

{
ψψ

Γ(ψ)
ρψ−1
i exp(−ψρi)c(G(εi),H(ρi) : a)Li

}

· ψp
0
ψ−1 exp

(
− ψ

q0ψ

)
(28)

と表現できる．β，m，ϕ，ψ，ε，ρ，Ξ̄ を既知

としたときの a の条件付き事後確率密度関数

Π(a|β,m, ϕ, ψ, ε,ρ, Ξ̄)は，

Π(a|β,m, ϕ, ψ, ε,ρ, Ξ̄)

∝
I∏
i=1

{c(G(εi),H(ρi) : a)Li} ãp
0
a−1 exp

(
− ã

q0a

)
(29)

と表現できる．さらに，異質性パラメータベクトル ε

の要素 εe2 (e2 = 1, · · · , I)を除く部分ベクトルを ε−e2，

異質性パラメータベクトル ρの要素 ρe3 (e3 = 1, · · · , I)
を除く部分ベクトルを ρ−e3 と表す．このとき，β，m，

ϕ，ψ，a，ε−e2，ρ，Ξ̄を既知としたときの εe2 の条件

付き確率密度関数Π(εe2 |β,m, ϕ, ψ, a, ε−e2 ,ρ, Ξ̄)は，

Π(εe2 |β,m, ϕ, ψ, a, ε−e2 ,ρ, Ξ̄)

∝
Le2∏
le2=1

[
ε
δ̄le2
e2 exp

{
− exp(x̄le2β

′)εe2 s̄
mρe2

} ]
· Le2c(G(εe2), H(ρe2) : a) (30)

と表現できる．β，m，ϕ，ψ，a，ε，ρ−e3，Ξ̄ を

既知としたときの ρe3 の条件付き確率密度関数

Π(ρe3 |β,m, ϕ, ψ, a, ε,ρ−e3 , Ξ̄)は，

Π(ρe3 |β,m, ϕ, ψ, a, ε,ρ−e3 , Ξ̄)

∝
Le3∏
le3=1

[{
ρe3 s̄

mρe3−1

le3

}δ̄le3
· exp

{
− exp(x̄le3β

′)εe3 s̄
mρe3

}]
· Le3c(G(εe3), H(ρe3) : a) (31)

と表現できる．これらの条件付き確率密度関数を用い

た具体的なモデル推計手順を図–3と以下に示す．

ステップ 1 　事前分布のパラメータ値 µ，Σ，

p0m，q
0
m，p

0
ϕ，q

0
ϕ，p

0
ψ，q

0
ψ，p

0
a，q

0
a を設定する．

また，未知パラメータ θ の初期値 θ(0) =

(β(0),m(0), ϕ(0), ψ(0), a(0))，異質性パラメータの初

期値 ε(0)，ρ(0) を設定する．初期値の影響はサン

プリング数の増加とともに薄れていく．サンプリ

ング回数を n = 1に設定する．バーンイン回数 n，

アルゴリズムの終了回数 n を設定する．e1 = 1，

e2 = 1，e3 = 1と設定する．

ステップ 2　未知パラメータ値 θ(n) (n = 1, · · · , n)，
異質性パラメータ値 ρ(n)，ε(n) を以下の手順でサ
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図–3 推定フロー

ンプリングする．

ステップ 2-1 　未知パラメータ β
(n)
e1 (e1 =

1, · · · , Z) を条件付き事後確率密度関数
Π(β

(n)
e1 |β(n−1)

−e1 ,m(n−1), ϕ(n−1), ψ(n−1), a(n−1),

ε(n−1),ρ(n−1), Ξ̄) からランダムサンプリン

グする．

ステップ 2-2 　未知パラメータ m(n) を条件

付き事後確率密度関数 Π(m(n)|β(n), ϕ(n−1),

ψ(n−1), a(n−1), ε(n−1), ρ(n−1), Ξ̄)からランダ

ムサンプリングする．

ステップ 2-3 　未知パラメータ ϕ(n) を条件

付き事後確率密度関数 Π(ϕ(n)|β(n),m(n),

ψ(n−1), a(n−1), ε(n−1),ρ(n−1), Ξ̄)からランダ

ムサンプリングする．

ステップ 2-4 　未知パラメータ ψ(n) を条件

付き事後確率密度関数 Π(ψ(n)|β(n),m(n),

ϕ(n), a(n−1), ε(n−1),ρ(n−1), Ξ̄) からランダム

サンプリングする．

ステップ 2-5 　未知パラメータ a(n) を条件

付き事後確率密度関数 Π(a(n)|β(n),m(n),

ϕ(n), ψ(n), ε(n−1),ρ(n−1), Ξ̄)からランダムサ

ンプリングする．

ステップ 2-6 　異質性パラメータ ε
(n)
e2 (e2

= 1, · · · , I) を Π(ε
(n)
e2 |β(n),m(n), ϕ(n), ψ(n),

a(n), ε
(n−1)
−e2 ,ρ(n−1), Ξ̄)からランダムサンプリ

ングする．

ステップ 2-7 　異質性パラメータ ρ
(n)
e3 (e3

= 1, · · · , I) を Π(ρ
(n)
e3 |β(n),m(n), ϕ(n), ψ(n),

a(n), ε(n),ρ
(n−1)
−e3 , Ξ̄)からランダムサンプリン

グする．

ステップ 3 　十分大きな n に対して n > n ならば

(θ(n), ε(n),ρ(n))を記録する．

ステップ 4　 n = nならば計算を終了する．n < nな

らば n = n+ 1としステップ 2-1へ戻る．

十分大きな nに対して，このようなマルコフ連鎖が定

常状態に達していると考えれば，ギブスサンプリング

による (θ(n), ε(n),ρ(n)) (n = n+ 1, n+ 2, · · · , n)のサ
ンプリングは，同時事後確率密度関数π(θ|Ξ̄)からのサ

ンプリングと等しくなる．したがって，ギブスサンプリ

ングによって得られるこれらの標本 θ(n)を用いて，パ

ラメータベクトル θの同時事後確率密度関数に関する

統計量を計算することも可能となる．ただし，ステップ

2で利用する条件付き確率密度関数からは直接的にラ

ンダムサンプリングすることができないため，MH法

を用いて条件付き事後確率密度関数からのサンプリン

グを行う．
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5. おわりに

本研究では，道路付帯機器システム間の劣化過程の

差異を，2種類の異質性として定量化し，劣化予測を行

う方法論を構築した．具体的には，個々の機器システ

ムグループが有する劣化過程の差異を，劣化加速度の

異質性および劣化速度の異質性の 2次元異質性として

定量化した上で劣化過程を表現する，2次元混合ワイブ

ル劣化ハザードモデルを開発した．また，2次元異質性

の相関構造を明らかにするため，コピュラを用いた劣

化過程モデルとして提案している．2次元異質性の周辺

分布とコピュラを用いた上で同時分布を表現すること

により，2次元混合ワイブル劣化ハザードモデルによる

2次元異質性を，2次元空間上において相対評価するこ

とを可能にした．2.(4)に詳述したように，これまでワ

イブル劣化ハザードモデルのパラメータを推計する際

には，識別不可能性問題を避けることが困難であった

が，コピュラを用いることにより，ほぼ同一の劣化過

程を表現するパラメータの組み合わせであっても，相

関構造からの差異によって差別化を図り，識別不可能

性問題の解消を実現した．

今後，検討する必要があるいくつかの課題について

以下に述べる．第 1に，本研究の適用対象としては，高

速道路上の道路付帯機器システムのみであった．今後，

多様な社会基盤施設に適用していくことで，2次元異質

性の相関関係に関する知見を蓄積し，モデルの更なる

改善を図ることが重要である．第 2に，本研究では，2

次元異質性パラメータを 2次元空間上にプロットする

ことで相対評価を行い，3つのシステムグループ群に大

別することにより，逐次更新施策と一括更新施策のい

ずれを選択するかを示唆するまでに留めた．しかし，実

際の道路付帯機器システムのアセットマネジメントを

実施するためには，ライフサイクル費用やリスク管理

水準を勘案した，総合的な評価によって更新施策を決

定する必要がある．よって，劣化予測の結果，ライフ

サイクル費用，リスク管理指標の定量化に基づき，最

適更新間隔や逐次更新または一括更新を含めた最適更

新施策を決定する方法論の構築が課題となる．第 3に，

社会基盤施設の劣化状態は本研究でとりあげたような

2値変数でなく，複数のレーティング（もしくは，健全

度）で記述される場合が少なくない．このような場合

に対応した時間依存型劣化予測モデルとして，多段階

ワイブル劣化ハザードモデルがすでに提案されている．

よって，多段階ワイブル劣化ハザードモデルを，本研

究で提案した 2次元異質性を考慮できるモデルへと発

展させていくことが必要である．

なお，研究発表会当日には，実在の高速道路付帯施

設（トンネル照明器具，情報板 LED，本線照明，トン

ネル坑外照明）で獲得された点検データを用いた実証

分析も交え，本研究の有用性を議論する．
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Deterioration rates and accelerations of an expressway equipment system vary dependent on its type and
installation location. Moreover, in the asset management of the equipment system, it is necessary to
quantify the failure process at arbitrary assessment units and decide the optimal management policy.
This paper proposes a two dimensional Weibull mixture hazard model in order to estimate heterogeneities
among deterioration rates and accelerations of each equipment. And furthermore, the authors develop a
Bayesian estimation method of the two dimensional Weibull mixture hazard model. At that time, two kinds
of heterogeneities are expressed as Gamma distributions and their correlation can be described using an
Archimedean copula. Lastly, the proposed model is applied to the actual inspection data of an expressway
equipment system and the usefulness of the model can be discussed as a case study.
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