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時差出勤制度の効果を検証するために，出発・始業時刻選択モデルに関する研究が古くから行われてきた．し
かし，これらの研究では，分析の困難さを回避するために，構築されたモデルの殆どが通勤費用を静学的な枠
組みで表現している．すなわち，通勤ラッシュ時を対象とした分析を実施しているにもかかわらず，従来研究で
は交通渋滞が通勤費用に与える影響を無視してしまっている．そこで，本研究では，ポテンシャルゲームの性
質を利用したボトルネック渋滞を考慮した出発・始業時刻選択モデルの分析手法を提示する．そして，その分
析手法を利用することにより，これまで殆ど不明であった，均衡状態・社会的最適状態の一般特性を理論的に明
らかにする．
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1. はじめに

(1) 背景と目的

多くの都市で中心市街地に向かう通勤交通による交

通渋滞が発生している．その大きな理由の一つに，殆

どの企業の業務スケジュールが固定的であり，同時に

始業することが挙げられる．そこで，企業の始業時刻

を分散化することで交通渋滞を緩和させる，時差出勤

制度に関する議論が多く行われてきた．しかし，この

制度は，その有効性は広く認識されている一方で，効

果が十分に得られるまでには普及していない．

時差出勤制度が普及していない大きな原因の一つと

して指摘されているのが，制度導入による企業間の相

互取引機会の減少と，それに伴う業務効率の低下であ

る．実際，“生産性効果 (production effect)”と呼ばれ
る，始業時刻の集中が企業の業務効率を上昇させる効

果の存在がWilson 1),吉村ら 2)により観測されており，

その観測結果から時差出勤制度の悪影響は決して小さ

くないことが示されている．この事実から，始業時刻

の分散化を推進する方策は，社会的には家計の通勤混

雑解消と企業の生産性低下のトレードオフ関係を内包

していることがわかる．

このトレードオフ関係の存在は，空間経済学分野で

よく用いられる空間的な集積の経済・不経済が時間軸

上にも存在することを示唆している．すなわち，多く

の企業の始業時刻が同一もしくは近接すると，企業の

生産効率が上がる “時間集積の経済”と交通渋滞が悪化
する “時間集積の不経済”が同時に生じる．したがって，

時差出勤などの始業時刻を分散化する方策の効果を検

証するには，時間集積の経済・不経済の両方を同時に

考えた枠組みが必要となる．

Henderson 3) は，時間集積の経済 (i.e., 生産性効果)
と不経済 (i.e., 交通混雑)を同時に考慮し，時差出勤制
度の効果を検証した最初の研究である．この研究で構

築された始業時刻選択モデルは，空間上の集積現象を

扱った Beckmann 4)の social interactionモデルとほぼ
同じ構造であり 1，非常に単純かつ応用可能性に富むも

のである．それゆえ，その枠組みは，次節に示すよう

に，様々な形で応用・拡張されている．しかしながら，

Henderson 3) だけでなく，その枠組みを応用・拡張し

た殆ど全ての研究において，モデル解析上の困難を回

避するために，通勤費用が静学的な枠組みで表現され

ている．すなわち，これらの枠組みは，通勤のピーク

時を対象としているにもかかわらず，通勤時間に多大

な影響を与えることが広く知られている渋滞現象を全

く考慮していない．

そこで，本研究では，ボトルネック渋滞を考慮した出

発・始業時刻選択モデルを構築する．また，このモデルの

特性の理解を妨げる解析上の困難を解決するために，ポ

テンシャルゲーム10), 11)の性質を利用した “ポテンシャ
ル関数アプローチ (potential function approach)”を提
示する．そして，そのアプローチを利用することによ

1 Beckmann 4) の social interactionモデルの詳細については，都
市経済学に関する教科書 (e.g., Fujita and Thisse 5))参照．なお，
social interactionモデルに関する最新の研究において，本稿で
扱うモデルにも応用可能な分析手法や有益な知見が幾つか提示
されている．その詳細については，例えば，Akamatsu et al. 6),
高山・赤松 7), 8), Picard and Mossay 9) 参照．
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り，モデルの均衡状態・社会的最適状態の一般特性を理

論的に明らかにする．本研究の大まかな手順は，以下

の通りである．まず，Vickrey 12), Arnott et al. 13) の標

準的な出発時刻選択モデルにHenderson 3)型の生産性

効果を導入し，労働者の出発時刻選択行動・労働供給先

(i.e.,企業)の選択行動と，企業の始業時刻選択行動をモ
デル化する．このモデルでは，労働者の出発時刻選択

は短期間で均衡する一方，企業の始業時刻選択・労働

者の企業選択が均衡するには長期間かかると仮定する．

すなわち，均衡条件を，出発時刻選択行動に関する “短
期均衡条件”と始業時刻選択・企業選択行動に関する “
長期均衡条件”とに分類する．このとき，短期均衡状態
は一意に定まる一方，長期均衡状態が複数存在するこ

とが示される．そこで，均衡選択のために，長期均衡状

態がポテンシャルゲーム10), 11)のNash均衡状態とみな
せることを利用する．この場合，長期均衡状態はポテン

シャル関数を最大化する問題の Kurash-Kuhn-Tucker
条件を満足する状態で与えられ，さらに，安定均衡状態

はポテンシャル関数を極大化する状態と一致する．し

たがって，ポテンシャル関数の形状を調べることで長

期均衡状態の特性が明らかにされる．さらに，社会厚

生関数とポテンシャル関数の性質の違いを確認するこ

とで，社会的最適状態と安定均衡状態の特性を比較す

る．その結果から，時差出勤制度の効果が示される．

本稿の構成は以下の通りである．本章 (2)節では，関
連研究の成果と課題を整理したのち，本研究の位置づ

けを述べる．第 2章では，ボトルネック渋滞を考慮し
た出発・始業時刻選択モデルの枠組みを示した上で，短

期・長期均衡条件を定式化する．そして，第 3章におい
て，短期均衡状態と長期均衡状態の特性をポテンシャル

関数アプローチにより明らかにする．第 4章では，第 3
章で得られる安定均衡状態と社会的最適状態の特性を

比較し，その結果から時差出勤制度の有効性を議論す

る．以上で得られた結果やポテンシャル関数アプロー

チの有用性を具体的に確認するために，企業が設定で

きる始業時刻を 2種類に限定したケースの分析を第 5
章で実施する．最後に，第 6章で結論を述べる．

(2) 関連研究と本研究の位置づけ

本稿で扱う時間集積の経済・不経済を考慮した枠組み

に関する研究は，Henderson 3)以降，徐々に蓄積されて

きた．Arnott et al. 14) は，Henderson 3) モデルに余暇

活動とのスケジュールコストや支配的企業 (dominant
firm)を導入し，これらが時差出勤制度に与える影響を
調べている．我が国でも，奥村らの一連の研究15), 16)に

より，鉄道通勤を対象とした枠組みへと拡張がなされ

ている．また，高山ら 17) は，Henderson 3) による枠

組みの下では，社会的最適状態の達成を意図した標準

的なピグー政策が有効に機能しない場合があることを

指摘している．しかし，これらのモデルは，前節でも

指摘したように，通勤ピーク時の道路混雑を静学的な

モデルにより表現しており，通勤費用に多大な影響を

与える渋滞待ち行列の影響を考慮できない．

ボトルネック渋滞を考慮した枠組みで時差出勤制度

に関する分析を行った研究に佐藤・赤松 18)がある．こ

の研究では，Henderson 3) モデルにボトルネック渋滞

を導入した枠組みが構築されている．しかし，その分

析は，始業時刻が完全に一時点に集中，もしくは完全

に分散した状態のみに限られている．さらに，このモ

デルには複数の均衡状態が存在することが確認されて

いるにも関わらず，その安定性は確認されていない．ま

た，時差出勤制度とは異なるものの，フレックスタイム

制度に関する研究19), 20), 21), 22)でも，ボトルネック渋滞

を考慮した枠組みに関する研究が蓄積されている．そ

の中でも，Mun and Yonekawa 22)はフレックスタイム

の導入効果・効率性を理論解析・数値解析を併用する

ことで，明らかにしている．しかし，この研究でも複

数の均衡状態の存在が確認されている一方で，その安

定性は数値解析例で確認されているのみである．した

がって，時間集積の経済・不経済を含み，かつボトル

ネック渋滞を考慮したモデルの特性は，未だ殆ど明ら

かにされていないのが現状である．

本研究では，これらの従来研究の課題を解決し，ボ

トルネック渋滞を考慮した出発・始業時刻選択モデル

の一般特性を理論的に解明している．その結果，ボト

ルネックの容量改善が交通渋滞の悪化を招きうること，

渋滞を完全に解消できるのであれば時差出勤を進める

ことは社会的には望ましくないことが明らかにされる．

本研究の特徴は，出発・始業時刻選択モデルの特性

の解明だけでなく，モデル分析を可能にするアプロー

チを提示している点にもある．これまで，ボトルネッ

クモデル12), 13)は，その解析が困難であることから，時

間集積の経済・不経済の両方を取り扱う研究では殆ど

用いられていなかった．本研究は，Akamatsu et al. 6)

により提示されている集積の経済・不経済を含む social
interactionモデルに対するポテンシャル関数アプロー
チをボトルネック渋滞を含むモデルに適用できる形に

応用することで，その困難を解消することに成功して

いる 2．実際，以降の章では，このアプローチを用いる

ことで，非常に簡単にボトルネック渋滞を含むモデル

の特性を知ることができることが明らかにされる．さ

らに，このアプローチは，本稿で提示する出発・始業時

2ポテンシャル関数アプローチは，様々な分野でその有用性が知ら
れており，既に広く応用されている．本研究と関連する空間経
済モデルに関する最近の研究は Oyama 23), Fujishima 24)，通勤
交通を対象とした枠組みへの適用例は Sandholm 25), 菊地・赤
松 26),和田・赤松 27) を参照．
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図–1 都市空間の設定

刻選択モデルだけでなく，Arnott 28)などのボトルネッ

ク渋滞を考慮した幅広いクラスのモデルに適用するこ

とができる．したがって，本研究は，ボトルネックモデ

ルを多様な枠組みと統合する道を拓くことにも貢献し

ている．

2. 出発・始業時刻同時均衡モデル

(1) 都市と交通条件の設定

住宅地とCBDが単一の道路により結ばれている都市
を想定する (図–1 )．この道路には，CBD直前に容量 µ

のボトルネックが存在する．このボトルネックのサー

ビスは First-In-First-Out (FIFO)原則を満足し，待ち行
列は Vickrey 12), Arnott et al. 13) の point queue モデ
ルにより表現できると仮定する．このとき，住宅地か

ら CBDへの所要時間は，住宅地からボトルネックまで
の移動時間とボトルネックでの待ち時間で与えられる．

ここで，全ての自動車は，住宅地からボトルネックま

で一定速度で走行すると仮定するため，その移動時間

は一定値 c f となる．この移動時間 c f は以降の結果に

全く影響を与えないことから，表記を簡略化するため

c f = 0とする．
本モデルでは，企業は始業時刻を T 種類の選択肢
T ≡ {t1, t2, · · · , tT} から決定すると仮定する 3．以降で

は，始業時刻が ti の企業を “企業 i”と呼ぶ．この選択
可能な始業時刻 Tは，全て同一の時間間隔 τで並んで

おり，ti = ti−1 + τ (i = 2, 3, · · · ,T)が成立する．また，
全企業の労働時間Hは同一かつ一定値であり，さらに，
必ず全企業が同時に業務を行っている時間帯が存在す

る (i.e., tT ≤ t1 +H)と仮定する．

(2) 主体の行動

a) 労働者の行動

総数 N 人の労働者は，全て住宅地に居住しており，
労働を供給する企業 i，CBD 到着時刻 tを選択し，賃
金・通勤費用から構成される効用を最大化する 4．全て

3本稿では，企業が選択できる始業時刻は連続的でなく離散的であ
ると仮定している．これは，殆どの始業時刻が，8:00, 8:30, 9:00
のように，いくつかの時刻に集中している状況を反映するため
のものである．

4 本研究では，労働者は住宅地の出発時刻ではなく，CBDへの到
着時刻を選択する問題を考えている．これは以降の解析を明快
にするためのものであり，以降の結果に影響を与えるものでは

の労働者は均質であり，その効用最大化行動は次のよ

うに与えられる:

max
i

{
max

t
ui(t) = wi − ci(t)

}
. (1)

ここで，tはCBD到着時刻，添え字 iは企業 i (i.e.,始業
時刻 ti)を表している．また，ui(t)は時刻 tに CBDに
到着する企業 iに勤める労働者の効用，wiは企業 iから
得られる賃金，ci(t)は渋滞待ち時間 q(t)とスケジュー
ルコスト s(|t − ti|)の和で表される通勤費用である:

ci(t) = q(t) + s(|t − ti|). (2)

本稿では，スケジュールコスト関数 s(x)は，s(0) = 0，
単調増加かつ狭義凸であると仮定する．

b) 企業の行動

企業は全て CBDに立地しており，完全競争下で一単
位の労働を投入し財を生産する．この財の生産に関し

て，本研究では，Henderson 3), Arnott et al. 14)と同様

の生産性効果を導入する．すなわち，ある企業のある

時点での生産性は，すでに始業している企業数が多い

程，高まると仮定する．この生産性効果を表現するた

めに，企業のある時刻 tでの “瞬間的”生産関数 f (t)を
次のように定義する;ある企業の時刻 tでの瞬間的生産
量 f (t)は，その時刻までに始業している企業の労働者
数 N(t)の増加関数で与えられる:

f (t) = αN(t). (3)

ここで，αはパラメータである．したがって，各企業の

労働時間が一定値Hであることから，始業時刻が tiの

企業の一日の生産量 Fiは，瞬間的生産関数 fi(t)を始業
時刻 ti から終業時刻 ti +Hまで積分したものとなる:

Fi =

∫ ti+H

ti

f (t)dt = α
∫ ti+H

ti

N(t)dt. (4)

ここで，ti = ti−1 + τであるため，始業時刻が tiの企業

全体の総労働者数をNiとすると，N(t)は次のように与
えられる (図–2 ):

N(t) =



N1 if t ∈ (t1, t2),
...∑ j
k=1 Nk if t ∈ [t j, t j+1),
...∑T
k=1 Nk if t ∈ [tT, t1 +H),∑T
k=2 Nk if t ∈ [t1 +H, t2 +H),
...∑T
k= j Nk if t ∈ [t j−1 +H, t j +H),
...

NT if t ∈ [tT−1 +H, tT +H).

(5)

ない．実際，FIFO サービスの下では，CBD到着時刻と住宅地
出発時刻は一対一対応する．
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図–2 時刻別の労働者数

なお，各企業は固定的に一単位の労働を投入すること

から，Niは始業時刻が tiの総企業数，N(t)は時刻 tが
労働時間に含まれる総企業数も表している．

以上の生産関数の下で，各々の企業は，自らの利潤

を最大化する始業時刻を Tから選択する:

max
ti∈T

πi = Fi − wi. (6)

(3) 均衡条件の定式化

本モデルでは，短期と長期の 2段階の均衡を考える．
短期的には，労働者は，自らの始業時刻 ti (i.e.,労働を
供給する企業 i)を与件として，通勤費用 ci(t)を最小化
する CBD到着時刻を選択する．その結果，企業 iの労
働者の均衡通勤費用 c∗i が定まる．長期的には，均衡通
勤費用 c∗i を与件として，企業・労働者が利潤・効用を
最大化する始業時刻・労働を供給する企業を選択する．

そして，均衡状態における始業時刻別の企業数・労働

者数 (以降，始業時刻分布) N ∗ = (N∗i )
T
i=1 が決まる．本

節では，これらの短期・長期均衡状態が満たす均衡条

件を定式化する．

a) 短期均衡状態: 出発時刻選択均衡条件

前述したとおり，労働者は，短期的には，始業時刻 ti

が定まっているとの前提の下で CBD到着時刻 tを選択
する．したがって，短期均衡状態は，企業 iの労働者数
Ni を与件としたうえで決定される．この短期均衡状態

が満たす均衡条件は，標準的な出発時刻選択モデルの

均衡条件と完全に一致する．より具体的には，この均

衡条件は以下に示す 3条件で与えられる:ni(t)
{
c∗i − q(t) − s(|t − ti|

}
= 0,

ni(t) ≥ 0, c∗i − q(t) − s(|t − ti|) ≥ 0,
(7a)

q(t)
{
µ −∑

k nk(t)
}
= 0,

q(t) ≥ 0, µ −∑
k nk(t) ≥ 0,

(7b)

∫
ni(t)dt = Ni. (7c)

ここで，ni(t)は時刻 tに CBDに到着する企業 iの労働
者数，c∗i は企業 iの労働者の均衡通勤費用である．この
短期均衡条件より，短期均衡状態での ni(t), q(t), c∗i が定

まる．

均衡条件 (7a)は，CBD到着時刻選択の無裁定条件を
表している．すなわち，この条件は，短期均衡状態で

はどの労働者も自らの CBD到着時刻を変更するインセ
ンティブを持たないことを意味している．条件 (7b)は，
ボトルネックの容量制約である;この条件は，流出時刻
tにおいてボトルネックに渋滞 (渋滞待ち時間 q(t))が発
生する場合，その時刻のボトルネック流出者数は容量

µに等しく，渋滞が発生していない時刻の流出者数は µ

以下であることを表している．条件 (7c)はフロー保存
則である．

b) 長期均衡状態: 始業時刻選択均衡条件

長期均衡状態が満たす均衡条件は，次の 3条件で与
えられる: Ni

{
u∗ − (wi − c∗i )

}
= 0,

Ni ≥ 0, u∗ − (wi − c∗i ) ≥ 0,
(8a)

Ni {π∗ − (Fi − wi)} = 0,

Ni ≥ 0, π∗ − (Fi − wi) ≥ 0,
(8b)

∑
k

Nk = N. (8c)

ここで，u∗, π∗は，各々，労働者の均衡効用，企業の均
衡利潤である．

均衡条件 (8a), (8b)は，労働者・企業の始業時刻選択
均衡条件である．したがって，単一の労働者・企業のみ

では自らの効用・利潤を改善できない状態が，長期均

衡状態となる．また，条件 (8c)は労働者数の保存則を
表す．

本モデルでは，企業は完全競争下で財を生産するた

め，π∗ = 0となる．これを利用すると，長期均衡条件
(8a), (8b)は以下の条件で表現することができる:Ni

{
u∗ − (Fi − c∗i )

}
= 0,

Ni ≥ 0, u∗ − (Fi − c∗i ) ≥ 0.
(9)

したがって，長期均衡状態での Ni,u∗ は長期均衡条件
(8c), (9)により定まる．

3. 均衡状態の特性分析

本章では，前章で示したモデルの短期・長期均衡状

態の特性を順に調べる．その結果，短期均衡状態は唯

一に定まる一方，長期均衡状態は複数存在することが

示される．さらに，長期均衡状態が複数存在すること

から，均衡選択のために，その局所的な漸近安定性を

ポテンシャルゲーム10), 11)の性質を利用して明らかにす

る．その結果から，本モデルの安定均衡状態の特性が

示される．
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(1) 短期均衡状態の特性

最初に，短期均衡状態の一意性を確認しよう．本モデ

ルの短期均衡条件は，標準的な出発時刻選択モデルと一

致する．したがって，FIFO原則を満足し，かつ s(x)が狭
義凸関数であることから，Daganzo 29), Kuwahara 30),
Lindsey 31) より，次の命題が得られる:

命題 1 短期均衡状態は一意に決まる．さらに，この均衡
状態では First-In-First-Work (FIFW)原則が成立する．

命題 1で示したように，短期均衡状態が FIFW原則を

満足するため，始業時刻が早い企業に勤める労働者ほ

ど，自宅を早く出発し，CBDにも早く到着する．

短期均衡状態は，始業時刻毎の企業数・労働者数N =

(Ni)T
i=1を与件として，条件 (7)から得られる．したがっ

て，均衡通勤費用 c∗i (N ) は，N の関数で与えられる．

この c∗(N ) = (c∗i (N ))T
i=1 は，長期均衡状態の特性を調

べる際に有益となる次の性質を有する．

補題 1 均衡通勤費用 c∗(N ) の Jacobi 行列 ∇c∗(N ) =
[∂c∗i (N )/∂N j]は，対称かつ正定値である．

証明 付録 I参照．

(2) 長期均衡状態の特性

a) ポテンシャルゲーム

次に，長期均衡状態の特性を調べる．そのために，

長期均衡状態がポテンシャルゲームの Nash 均衡状態
とみなすことができることを示しておこう．長期均衡

状態は，均衡条件 (8c), (9)より，プレイヤーの集合が
I ≡ [0,N]，戦略集合が S ≡ {1, 2, · · · ,T}，利得関数が
u(N ) = (Fi(N )−c∗i (N ))i∈Sのpopulation gameのNash
均衡状態と一致する．なお，以降では，このゲームを

ゲーム G = {I, S,u}と表記する．
このゲーム Gは，Sandholm 11)により示されている

ように，任意のN ∈ ∆ ≡ {N | ∑i Ni = N,Ni ≥ 0 ∀i ∈ S}
に対して 5，次の条件を満たすポテンシャル関数 P(N )
が存在すれば，ポテンシャルゲームである:

∂P(N )
∂Ni

= ui(N ) ∀i ∈ S. (10)

ここで，ui(N ) = Fi(N ) − c∗i (N ) である．また，F =

(Fi(N ))i∈S は (4)より以下で与えられる:

F (N ) = α {HE − τD}N . (11)

ここで，Eは全ての要素が 1の T×T行列，Dは i, j要
素が |i − j|で与えられる T × Tの Toeplitz行列である．

5 より正確には，∆ 上の偏微分が well-definedとなるように，∆
を含む開集合上でポテンシャル関数 P を定義する必要がある．
本稿で扱う simplex上の偏微分の拡張可能性については，例え
ば，Sandholm 32) Chapter 3参照．

条件 (10)は，Sandholm 11)により，“externality sym-
metry”と呼ばれる次の条件と等価であることが示され
ている:

∂ui(N )
∂N j

=
∂u j(N )
∂Ni

∀i, j ∈ S and N ∈ ∆. (12)

補題 1と (11)より，明らかにゲームGは (12)を満たす
ため，次の命題が得られる．

命題 2 ゲーム Gは次のポテンシャル関数 P(N )を持つ
ポテンシャルゲームである:

P(N ) = P1(N ) − P2(N ). (13)

ここで，P1(N ), P2(N )は，各々，生産性効果による正
の外部性，通勤混雑による負の外部性を表す凸関数で

あり，次の関係を満たす:

P1(N ) =
1
2
αN⊤{HE − τD}N , (14)

∂P2(N )
∂Ni

= c∗i (N ). (15)

証明 付録 II参照．

ゲームGがポテンシャルゲームであることから，その
均衡状態は，次の最適化問題の Karush-Kuhn-Tucker
(KKT)条件を満たすN ∗ の集合と一致する:

max
N

P(N ) = P1(N ) − P2(N ) s.t. N ∈ ∆. (16)

この事実は，上記の問題のKKT条件が，均衡条件 (8c),
(9)と完全に一致することから容易に確認できる．

この最適化問題 (16)より，均衡状態はポテンシャル
関数の第 1項 P1(N )で表される (生産性効果による正
の外部性を表現した) 時間集積力と，第 2項 P2(N )で
表される (ボトルネック渋滞による負の外部性を表現し
た)時間分散力のバランスに応じて決まることがわかる．
すなわち，ポテンシャル関数 Pのうち，第 1項が卓越
する場合は始業時刻が集中し，第 2項が卓越する場合
は始業時刻が分散する．

この事実を利用すると，本モデルでは，ボトルネック

容量 µの増加が交通渋滞を悪化させる可能性があるこ

とがわかる．そのメカニズムを確認しておこう．本モ

デルにおける µの増加は，c∗i (N )の低下，すなわち第
2項 P2(N )の低下をもたらす．その結果，ポテンシャ
ル関数 Pの第 1項が卓越し，始業時刻分布が µが小さ

かった場合より集中する．この始業時刻分布の集中は，

場合によっては容量増強効果を上回り，ボトルネック

渋滞を激しくする．なお，本節では容量増加が渋滞を

悪化させる可能性を示すことしかできないものの，具

体例を用いれば，その事実の有無が確認できる．そこ

で，本稿では，このような結果が実際に起こることを，

第 5章で提示する具体例により確認する．
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b) 長期均衡状態の一意性

長期均衡状態の一意性は，(16)より，ポテンシャル
関数 P(N )の形状により確認できる．より具体的には，
P(N ) が単峰であればゲーム G の均衡状態は一意で
あり，そうでなければ一意とは言えない．この事実と，

P1(N ),P2(N )の凸性より，次の補題が得られる:

補題 2 ゲーム Gの均衡状態は，一般に一意ではない．

補題 2は長期均衡状態が一般に非一意であることを
主張している．ただし，この主張は，必ずしも長期均

衡状態の “本質的な”一意性を示しているわけではない
点に注意が必要である．これを具体的に確認するため

に，完全に始業時刻が 1時点に集中している状態のみが
長期均衡状態であると想定しよう 6．このとき，N ∗ =

(N, 0, · · · , 0)⊤やN ∗ = (0, 0, · · · ,N)⊤となる状態は明確
に区別できるものではない (i.e.,異なる状態とは言えな
い)にもかかわらず，長期均衡状態は Tだけ存在すると
判定されてしまう．したがって，補題 2は，本質的には
長期均衡状態は 1種類のみであるにもかかわらず，複
数の均衡状態が存在すると主張している可能性がある．

そこで，ゲームGの均衡状態の “本質的な”一意性を
確認する．そのために，最初に均衡状態の特徴を明ら

かにしておこう．状態N のサポートを suppN ≡ {i ∈
S | Ni > 0} と表すと，均衡状態 N ∗ のサポートが次の

性質を持つことが示される．

補題 3 ゲーム G の均衡状態 N ∗ のサポート suppN ∗

は次の性質を有する:

suppN ∈


i j+1 = i j + 1,

{i1, i2, · · · , ia} ⊆ S j ∈ [1, a − 1],
a ∈ S

 . (17)

証明 付録 III参照．

補題 3は，均衡状態において，企業が設定する始業時
刻の集合が凸集合となることを意味している．したがっ

て，本モデルでは，例えば τ = 30分とすると，8:00と
9:00に始業する企業が存在すれば，必ず 8:30に始業す
る企業も存在する．

均衡状態 N ∗ が補題 3 の特性を持つため，モデ
ルの対称性より，suppN ∗ の要素数が T 未満，かつ
max{suppN ∗} < T であれば，次を満たすN ∗ と本質

的に同一な均衡状態 N̂ ∗ が存在する:

N̂ ∗ = PN ∗. (18)

ここで，P = [Pi j]は以下で与えられる，ベクトルの要
素をひとつずらす，T × Tの置換行列である:

Pi j =

1 if j − i = 1 or j − i = 1 − T,

0 otherwise.
(19)

6 後で示されるように，この想定は正しくない．

なお，s(x) = s(−x)を満足するスケジュールコスト関数
を用いる (i.e.,早着と遅着に費用上の区別がない)場合，
以下を満たす N̂ ∗も，N ∗と本質的に同一な均衡状態と

なる:

N̂ ∗ = RN ∗. (20)

ここで，R = [Ri j]は，以下で与えられる，ベクトルの
要素を反転させる，T × Tの置換行列である:

Ri j =

1 if i + j = T + 1,

0 otherwise.
(21)

これらの本質的に同一な均衡状態N ∗, N̂ ∗は，明らか

に次の関係を満たす:

P(N ∗) = P(N̂ ∗), (22a)

det(D2P(N ∗)) = det(D2P(N̂ ∗)). (22b)

ここで，D2P(N ∗)は PのHessian matrixである．Sim-
sek et al. 33)の index theoremにより，最適化問題 (16)
のKKT条件を満たすN ∗の集合KKT(P,∆)は次の関係
を満たす:∑

N∈KKT(P,∆)

indP(N ) = 1, (23a)

indP(N ) =


−1 if det(D2P(N )) < 0,

0 if det(D2P(N )) = 0,

1 if det(D2P(N )) > 0.

(23b)

集合KKT(P,∆)は，明らかにゲームGの均衡状態の集合
を表しているため，(22b)と index theoremより，ゲー
ム Gの本質的な一意性に関する次の命題が得られる．

命題 3 ゲームGの均衡状態は，本質的に非一意である．

証明 (18)を満たす，本質的に同一な複数の均衡状態が
存在する状況を考える．これらの均衡状態は，(22b)よ
り，必ずポテンシャル関数のHessian matrixの行列式
det(D2P(N ∗))も同一となる．このとき，本質的に同一
な均衡状態のみしか存在しない場合，明らかに，(23)を
満足しない．したがって，ゲーム Gに複数の均衡状態
が存在する場合，必ず，本質的に異なる複数種類の均

衡状態が存在する． 2

c) 長期均衡状態の安定性

命題 3より，長期均衡状態は本質的に非一意である
ことが示された．そこで，均衡選択のために，ゲームG
の均衡状態の局所的な漸近安定性を調べる．この均衡

状態の安定性を調べるには，均衡状態への調整ダイナ

ミクス Ṅ = V(N )を定義する必要がある．ここで，Ṅ

は状態N の変化速度を表す．本稿では，そのダイナミ

クスとして，次の 2条件を満たす admissible dynamics
を考える．
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(PC) V (N ) , 0のときは常に，

V (N ) · u(N ) =
∑
i∈S

Vi(N )ui(N ) > 0. (24)

(NS) V (N ) = 0であれば，N はゲームGの均衡状態．

条件 (PC) は，positive correlation と呼ばれ，調整ダ
イナミクスと利得関数が正の相関を持つことを要求し

ている．また，条件 (NS)は，調整ダイナミクスの定常
状態が，ゲーム GのNash均衡状態と一致することを
要求している．なお，この admissible dynamics は，
best response dynamic, Brown-von Neumann-Nash
(BNN) dynamic, projection dynamic を特殊ケースと
して含む，一般的なダイナミクスである 7．

ポテンシャルゲーム G の均衡状態 N ∗ の安定性は，

Sandholm 11)で示されているように，次の特性を持つ:

ポテンシャルゲームGにおいて，ポテンシャル関数P(N )
を局所的に最大化するN sは，admissible dynamicsの
下で，安定均衡状態であり，ポテンシャル関数 P(N )を
局所的に最小化するNu は不安定均衡状態である．

したがって，ゲーム Gの均衡状態の安定性は，ポテン
シャル関数の形状のみから確認できることがわかる．そ

こで，この性質を利用して，第 4章では安定均衡状態
と社会的最適状態の特性を比較する．さらに，第 5章
では安定均衡状態の特性を具体例で確認する．

4. 社会的最適状態と安定均衡状態

本章では，本モデルの社会的最適状態・次善最適状

態と安定均衡状態の特性を比較する．そのために，(1)
節で社会的最適状態を定義した上で，安定均衡状態と

の特性の違いを明らかにする．そして，(2)節では，社
会的最適状態の実現方策について議論する．

(1) 社会的最適状態と安定均衡状態の比較

社会的最適状態は，労働者の総効用を最大化する状

態であると定義する．すなわち，次の問題の解が社会

的最適状態である:

max
{ni(t)},N

W =W1(N ) −W2({ni(t)}) (25a)

s.t. µ −
∑
k∈S

nk(t) ≥ 0 ∀t, (7c), ni(t) ≥ 0 ∀i, t, (25b)

N ∈ ∆. (25c)

ここで，W1(N ),W2({ni(t)})は以下で与えられる，各々，
生産性効果による正の外部性・通勤費用による負の外

7 admissible dynamicsに含まれる他の例は，Sandholm 34) 参照．

部性の影響を表す項である:

W1(N ) =
∑
k∈S

NkFk = 2P1(N ), (26a)

W2({ni(t)}) =
∑
k∈S

∫
nk(t)

{
q(t) + s(|tk − t|)} dk. (26b)

社会的最適状態では必ず渋滞が完全に解消される 8た

め，W2({ni(t)})を次の Ŵ2({ni(t)})で与えても，(25)の
解は社会的最適状態と一致する:

Ŵ2({ni(t)}) =
∑
k∈S

∫
nk(t) s(|tk − t|)dk. (27)

以降では，この性質を利用して，社会的最適状態と安

定均衡状態を比較する．

社会的最適状態での始業時刻分布N o と安定均衡状

態N sの性質を比較するために，(25)の目的関数Wを
P1(N ),P2(N ) のみで表現することを考える．その際，
Ŵ2({ni(t)})の次の性質が有益である．

補題 4 Z(N ) = min{ni(t)} Ŵ2({ni(t)}) s.t. (25b)は，次の
性質を満たす:

∂Z(N )
∂Ni

= c∗i (N ). (28)

証明 付録 IV参照

補題 4は，Z(N )が (15)と一致した条件を満たすこ
とを示している．したがって，P2(N )は Z(N )で与え
られることがわかる．この結果と (26a)から，次の命題
が導かれる．

命題 4 社会的最適状態での始業時刻分布N o は，次の

問題の解で与えられる:

max
N

P(N ) + P1(N ) s.t. N ∈ ∆. (29)

命題 4は，N o を求める最適化問題 (29)の目的関数
が，ポテンシャル関数 P(N )に生産性効果による正の
外部性の影響を表す項 P1(N )を加えた形になることを
示している．この事実は，明らかに，社会的最適状態

での始業時刻分布N o は，安定均衡状態での始業時刻

分布N s と比較して，より集中する傾向にあることを

意味している．時差出勤制度の導入は始業時刻分布を

安定均衡状態からさらに分散させる効果を持つことか

ら，この結果は，渋滞を完全に解消できる場合であれ

ば，時差出勤制度は社会的には非効率な結果をもたら

すことを意味している．ただし，ここで注意が必要なの

は，本稿での結論は，佐藤・赤松 18)の結果「始業時刻

が集中した均衡パターンの方が社会的に望ましい」を

支持するものではない点である．なぜなら，(29)の目
的関数には通勤混雑による負の外部性の影響を表す項

P2(N )が含まれているため，“始業時刻が集中すればす
るほど社会的に望ましい”とは言えないからである．

8詳細については，Vickrey 12), Hendrickson and Kocur 35), Arnott
et al. 36), 13), 37) などを参照．
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(2) ピグー政策の有効性検証

次に，社会的最適状態を達成するための代表的な方

策であるピグー政策の適用を考える．ピグー政策は，私

的効用が社会的限界効用と一致するよう，経済主体に税

金を賦課，または補助金を交付するものである．この政

策の下では，社会的最適状態が均衡状態となることが

保証されるものの，正・負の外部性が同時に存在する場

合，必ずしも有効ではないことが，Akamatsu et al. 38)

で指摘されている．より具体的には，ピグー政策を実

施しても，社会的最適状態が不安定均衡状態となる可

能性がある．本モデルでは，短期的には渋滞による負

の外部性しか働かない (i.e., 均衡状態が唯一に定まり，
ピグー政策が必ず機能する)一方で，長期的には生産性
効果と渋滞による正・負の外部性が両方存在する．し

たがって，長期的にはピグー政策が有効に機能しない

可能性がある．そこで，ここではピグー政策の長期的

な有効性を検証するために，ピグー政策実施下での社

会的最適状態の安定性を確認する．なお，その際，短

期的には (ピグー政策等により)渋滞は解消されている
と仮定する．

ピグー政策を企業 i ∈ Sの労働者に適用する場合，そ
の水準 p = (pi)T

i=1 は，命題 2, 4より次で与えられる:

p = {HE − τD}N o. (30)

そして，このピグー政策 pを実施した状況は，利得関数

が û(N ) = u(N ) + pで与えられるゲーム Ĝ = {I, S, û}
とみなすことができる．このゲーム Ĝは，次のポテン
シャル P̂を持つことから，ポテンシャルゲームである
ことがわかる:

P̂(N ) = P(N ) + p ·N . (31)

このポテンシャル P̂(N ) は，P(N ) が必ずしも単峰
ではないことから，一般には単峰とはならない．した

がって，ゲーム Ĝの均衡状態は一般には一意ではない
ことがわかる．そこで，ゲーム Ĝのもとで均衡状態と
なる社会的最適状態N o の安定性を確認しよう．この

安定性は，3. (2) c)にあるとおり，ポテンシャル関数の
Hessian matrix ∇2P̂(N o)により確認できる．より具体
的には，∇2P̂(N o)が負定値であればN oは安定，そうで

なければ不安定である．ここで，∇2P̂(N o) = ∇2P(N o)
であるため，∇2W(N o) = ∇2P̂(N o) + ∇2P1(N o)，かつ
∇2W(N o)は負定値，∇2P1(N o)は正定値 (命題 2)とな
ることに注目しよう．この事実は，明らかに ∇2P̂(N o)
が負定値であることを意味している．この結果から，次

の命題が得られる．

命題 5 ピグー政策 pのもとでは，社会的最適状態N o

は安定均衡状態となる．

5. 始業時刻が2種類のみの場合のモデル特性
の確認

本章では，単純な設定の下でこれまでに得られたモ

デルの特性を確認する．さらに，前章までの一般的な

設定では調べることが困難であった，安定均衡状態・社

会的最適状態の具体的な特性も明らかにする．

なお，本章で考える具体的なモデルの設定は，以下

に示すとおりである:

T = 2, s(x) = βx2. (32)

ここで，βは正のパラメータである．この設定下で短期

均衡状態において FIFO原則を満足するには，任意の t
において dq(t)/dt ≤ µが成立する必要がある．短期均衡
状態では，t ∈ [t f

i , t
l
i]の範囲で dq(t)/dt = −ds(|t− ti|)/dt

が成立することを利用すると，次の条件の下では，常

に FIFO原則が満たされることがわかる:

βN ≤ µ. (33)

そこで，本章ではこの条件 (33)が常に満たされると仮
定して分析を実施する．

(1) 安定均衡状態の特性

企業が設定できる始業時刻が T = 2種類である場合，
均衡状態における始業時刻・出発時刻パターンは，次

の 3通りに分類できる:

Pattern 1: 全ての企業の始業時刻が同一となる (図–3-
a )．

Pattern 2.1: 時差出勤が実現し，かつ，渋滞が発生する
時間帯 (rush hour)が 2つに分かれる (図–3-b )．

Pattern 2.2: 時差出勤が実現し，かつ，渋滞が発生する
時間帯 (rush hour)が唯一 (図–3-c )．

本章で扱うスケジュールコスト関数は s(x) = s(−x) =
βx2となるため，Pattern 2.1, 2.2が均衡状態となり得る
のは，各々，τ−N/(2µ)が正・負のときのみである．こ
の事実を利用すると，ポテンシャル最大化問題 (16)は，
以下の形で表すことができる:

max
N1

P(N1) = P1(N1) − P2(N1) s.t. 0 ≤ N1 ≤ N.

(34)

ここで，P1(N1),P2(N1)は，各々，次で与えられる:

P1(N1) = α
{

HN2

2
− τN1(N −N1)

}
, (35a)

P2(N1) =


βN

12µ2

{
N2 − 3N1(N −N1)

}
if τ >

N
2µ
,

βN3

12µ2 + βτ

(
τ
N
− 1
µ

)
N1(N −N1) if τ ≤ N

2µ
.

(35b)

8
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図–3-a Pattern 1
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図–3-b Pattern 2.1
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図–3-c Pattern 2.2

図–3 均衡状態となりうる始業時刻・出発時刻パターン

ここで注目すべきは，目的関数 P(N1)がN1の 2次関
数となることである．これは，P(N1)が凸関数となるな
らば Ns

1 = 0,N，すなわち，Pattern 1が安定均衡状態
となり，凹関数であればNs

1 = N/2，すなわち，Pattern
2.1または Pattern 2.2が安定均衡状態となることを意
味している (図–4 )．そこで，目的関数の形状を調べる
ために，∂2P(N1)/∂N2

1 を示しておこう:

∂2P(N1)
∂N2

1

=


2
(
ατ −

βN
4µ2

)
if τ >

N
2µ
,

2τ
{
α + β

(
τ
N
− 1
µ

)}
if τ >

N
2µ
.

(36)

これを用いると，次の命題が得られる:

命題 6 T = 2, s(x) = βx2 とした場合の安定均衡状態に

おける始業時刻分布は本質的に一意である．この安定

均衡状態 Ns
1 とパラメータ α, β, µ, τ,Nとの関係は次の

� ��� ��� ��� ��� �

図–4-a 凹関数

� ��� ��� ��� ��� �

図–4-b 凸関数

図–4 ポテンシャル関数 P(N1)の形状と均衡状態 (•: 安定均衡
状態，◦: 不安定均衡状態)

通り 9

Pattern 1: Ns
1 = N and 0

τ >
βN

4αµ2 and τ > N
(

1
µ
− α
β

)
(37)

Pattern 2.1: Ns
1 = N/2

τ <
βN

4αµ2 and τ >
N
2µ

(38)

Pattern 2.2: Ns
1 = N/2

τ < N
(

1
µ
− α
β

)
and τ ≤ N

2µ
(39)

以上で示した，安定均衡状態とパラメータとの関係

を図示したのが，図–5である．なお，この図では，α =
0.2, β = 1.0,N = 1.0と設定した．この結果から明らか
なように，τ, µが小さいほど，t1, t2 の始業時刻に均等

に労働者が出勤する時差出勤が安定均衡状態として実

現しやすいことがわかる．

ここで，第 3章でも議論した，ボトルネック容量増強
が交通渋滞を悪化させ得ることを確認しておこう．そ

の具体例として，ボトルネック容量 µを 1.5倍するこ
とで，始業時刻分布が Pattern 2.1から Pattern 1に変
化する状況を考える (図–5参照)．このケースでは，容
量増強前・後の渋滞総待ち時間 Qb,Qa は，次で与えら

9 パラメータが τ =
βN
4α

1
µ2 かつ τ > N

2
1
µ を満足するか，または

τ = N
(

1
µ − α

β

)
かつ τ ≤ N

2
1
µ となる状況では，目的関数 P が一

定値となる．したがって，任意の状態 N1 ∈ [0,N]は無差別であ
り，リャプノフの意味で安定均衡状態であると言える．(ただし，
局所的な漸近安定均衡状態は存在しない．)

9
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図–5 安定均衡状態とパラメータの関係

れる:

Qb =

∫ tl
1

t f
1

n1(t) q(t)dt +
∫ tl

2

t f
2

n2(t) q(t)dt

= µ

∫ tl
1

t f
1

c∗1 − s(|t − t1|)dt + µ
∫ tl

2

t f
2

c∗2 − s(|t − t2|)dt

=
{
N1c∗1 +N2c∗2

}
−

2µβ
3


(

N1

2µ

)3

+

(
N −N1

2µ

)3


=
8µβ

3

(
N
4µ

)3

(40a)

Qa =

∫ tl
i

t f
i

ni(t) q(t)dt = 1.5µ
∫ tl

i

t f
i

c∗i − s(|t − ti|)dt

= Nc∗i − µβ
(

N
3µ

)3

= 3µβ
(

N
3µ

)3

(40b)

この結果は，明らかに Qb < Qa となることを示してい

る．したがって，本モデルでは，ボトルネック容量の増

加が交通渋滞を悪化させ得ることが確認できる．

(2) 社会的最適状態

次に，社会的最適状態の特性を調べよう．命題 4よ
り，社会的最適状態での始業時刻分布No

1,N
o
2(= N−No

1)
は，次の問題の解で与えられる:

max
N1

W(N1) = 2P1(N1) − P2(N1) s.t. 0 ≤ N1 ≤ N.

(41)

ここで，P1(N1),P2(N2)は (35)で与えられる．

最適化問題 (41) の目的関数 W(N1) も，ポテンシャ
ル関数 P(N1)と同様，N1の 2次関数となる．したがっ
て，W(N1)が凸関数となるならば No

1 = 0,N，すなわ
ち，Pattern 1が社会的最適状態となり，凹関数であれ
ばNo

1 = N/2，すなわち，Pattern 2.1または Pattern 2.2
が社会的最適状態となる．そこで，W(N1)の形状を調
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図–6 社会的最適状態と均衡状態の比較

べるために，∂2W(N1)/∂N2
1 を示しておこう:

∂2W(N1)
∂N2

1

=


2
(
2ατ −

βN
4µ2

)
if τ >

N
2µ
,

2τ
{

2α + β
(
τ
N
− 1
µ

)}
if τ >

N
2µ
.

(42)

(42)より，次の命題が得られる:

命題 7 T = 2, s(x) = βx2 とした場合の社会的最適状態

における始業時刻分布 No
1 ととパラメータ α, β, µ, τ,N

との関係は以下で与えられる:10

Pattern 1: Ns
1 = N and 0

τ >
βN

8αµ2 and τ > N
(

1
µ
− 2α
β

)
(43)

Pattern 2.1: Ns
1 = N/2

τ <
βN

8αµ2 and τ >
N
2µ

(44)

Pattern 2.2: Ns
1 = N/2

τ < N
(

1
µ
− 2α
β

)
and τ ≤ N

2µ
(45)

以上の結果を具体的に確認するために，前節で示し

た図–5と同じ設定下での，社会的最適状態と安定均衡
状態を比較しよう．この結果は，図–6に示すとおりで
ある．この図の赤色部分が，社会的最適状態と安定均

衡状態の出発・始業時刻パターンが異なるパラメータ

範囲である．この結果から，社会的最適状態は必ず安

定均衡状態より始業時刻分布が集中していることがわ

かる．したがって，第 4章で議論したとおり，渋滞を
完全に解消できる状況下では，始業時刻の分散化は社

会的には望ましくないことがわかる．

10 パラメータが τ =
βN
4α

1
µ2 かつ τ > N

2
1
µ を満足するか，または

τ = N
(

1
µ − α

β

)
かつ τ ≤ N

2
1
µ となる状況では，目的関数 W が一

定値となるため，任意の状態 N1 ∈ [0,N]が社会的最適状態とな
る．

10



6. おわりに

本研究では，ボトルネック渋滞を考慮した出発・始

業時刻選択モデルを構築し，その均衡状態の特性を明

らかにした．これまで時差出勤制度の効果を検証する

ために，時間集積の経済・不経済の両方を考慮したモ

デルが構築されてきた．しかし，その解析の困難さに

起因し，ボトルネック渋滞を考慮した出発・始業時刻

選択モデルの特性は，殆ど明らかにされてこなかった．

本研究は，労働者の出発時刻選択が短期間で均衡する

一方，企業の始業時刻選択が均衡するにはは長期間か

かると仮定することで，進化ゲーム理論分野で開発さ

れたポテンシャル関数アプローチを利用することがで

きることを明らかにした．そして，このアプローチを

用いれば，ボトルネック渋滞を考慮したモデルの特性

が非常に簡単に得られることを示した．

本研究では，時差出勤制度の効果を検証するために，

モデルの均衡状態と社会的最適状態の特性を比較した．

ただし，これまでの膨大な研究蓄積で明らかにされて

いるように，社会的最適状態では交通渋滞が完全に解

消されることに注意が必要である．和田・赤松による

一連の研究27), 39), 40) で提示されたボトルネック通行権

を利用したメカニズムなど，交通渋滞を完全に解消す

る方策は確かに存在する．しかし，交通渋滞の完全な

解消を近い将来実現することは難しいと言わざるを得

ない．したがって，今後は，交通渋滞の解消が望めな

い次善最適状態と安定均衡状態の特性の比較に基づき，

時差出勤制度の有効性を再度検証するとともに，次善

最適状態を達成するための方策を提案することが必要

であろう．

また，本稿で提示したアプローチは，出発・始業時刻

選択モデルだけでなく，ボトルネックモデルを拡張し

た幅広い枠組みであっても，externality symmetry (条
件 (12))さえ満たせば，適用することが可能となる．こ
の条件を満たす重要な枠組みの一つに，ボトルネック

渋滞を考慮したAlonso 41)型の住宅立地モデル28)など

がある．そこで，これらのモデルに本研究で提示した

アプローチを適用して，その特性を明らかにすること

も，今後の重要な研究課題である．
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図–7 ボトルネックでの累積流入・流出通勤者数

付録 I 補題 1の証明

(1) ∇c∗(N )の対称性

本モデルでは，ボトルネック渋滞を明示的に考慮し

ている．そのため，Henderson 3), Arnott et al. 14)が導

入している静的な交通混雑のみを考えた (i.e., c∗i が Ni

のみの関数で与えられる)枠組みとは異なり，企業 iの
労働者の均衡通勤費用 c∗i は，企業 j(< i)の労働者数N j

の変化による影響を受け得る．より具体的には，企業

iの労働者の通勤時間帯から企業 j(, i)の通勤時間帯に
かけて，渋滞待ち行列が消滅しない (i.e., q(t)がゼロに
ならない)場合，N j の限界的な増加 (減少)は，均衡状
態における企業 iの通勤時間帯の渋滞を悪化 (軽減)さ
せる．ただし，そうでなければ，N jの限界的な変化は，

c∗i (N )に何ら影響を与えない．
この事実を確認した上で補題 1を証明するために，企
業 iの労働者が最初に CBDに到着する時刻を t f

i，最後

に CBDに到着する時刻を tl
i と定義する．命題 1より，

短期均衡状態 ni(t), q(t), c∗i は一意に定まり，かつ FIFW
原理が成立するため，t f

i , t
l
i は次の関係を満たす:

tl
i−1 ≤ t f

i ∀i ∈ S\{1}. (I.1)

また，企業 iの均衡通勤費用に影響を与えることができ
る企業 jの集合 Si を以下のように定義しておこう:

Si ≡
{
j | q(t) > 0 ∀t ∈ [ti, t j] or [t j, ti]

}
. (I.2)

最初に，企業 iの労働者の通勤時間帯と企業 j(, i)の
通勤時間帯の間で，渋滞待ち行列が解消するケースを考

える (図–7 )．これは， jが Si に含まれない (i.e., j < Si)
ケースを考えていることに相当する．このとき，明らか

に，N j の変化は t f
i , t

l
i に何の影響も及ぼさない．当然，

Niの変化も c∗j(N )に影響を与えないため，次の関係が
得られる:

∂c∗i (N )

∂N j
=
∂c∗j(N )

∂Ni
= 0 ∀ j < Si (I.3)

次に，企業 iの労働者の通勤時間帯と企業 j(, i)の通
勤時間帯の間，渋滞待ち行列が解消しない (i.e., j ∈ Si)
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ケースを考える．このとき，ai ≡ min Si, bi ≡ max Siと

すると，q(t f
ai

) = q(tl
bi

) = 0が成立するため，次の関係が
得られる:

c∗i (N ) =


s(|∆t f

i |) = q(tl
i) + s(|∆tl

i|) if i = ai,

q(t f
i ) + s(|∆t f

i |) = s(|∆tl
i|) if i = bi,

q(t f
i ) + s(|∆t f

i |) = q(tl
i) + s(|∆tl

i|) otherwise.

(I.4)

ここで，∆t f
i = ti − t f

i , ∆tl
i = tl

i − ti である．この関係を

利用すると，均衡通勤費用はスケジュールコスト関数

s(x)のみで表現できる:

c∗i = q(t f
i ) + s(|∆t f

i |)

= q(t f
i−1) + s(|∆t f

i−1|) − s(|∆tl
i−1|) + s(|∆t f

i |)

= · · · =
i−1∑
k=ai

{
s(|∆t f

k |) − s(|∆tl
k|)

}
+ s(|∆t f

i |). (I.5)

また，∆t f
i , ∆tl

i は，t f
ai
,N を用いて，次のように表すこ

とができる:

∆t f
i = ti − t f

ai
−

∑i−1
k=ai

Nk

µ
, (I.6a)

∆tl
i = t f

ai
+

∑i
k=ai

Nk

µ
− ti. (I.6b)

したがって，i > jとなる i, jについて，N j,Niの変化が

c∗i (N ), c∗j(N )に与える影響は，

∂c∗i (N )

∂N j
= −

∂t f
ai

∂N j

 i−1∑
k=ai

{
ψ(∆t f

k ) + ψ(∆tl
k)
}
+ ψ(∆t f

i )


− 1
µ

ψ(∆tl
j) +

i−1∑
k= j+1

{
ψ(∆t f

k ) + ψ(∆tl
k)
}
+ ψ(∆t f

i )

 ,
(I.7)

∂c∗j(N )

∂Ni
= −

∂t f
ai

∂Ni

 j−1∑
k=ai

{
ψ(∆t f

k ) + ψ(∆tl
k)
}
+ ψ(∆t f

j )

 ,
(I.8)

ψ(x) ≡ δ(x)
ds(x)

dx
, (I.9)

δ(x) ≡

1 if x ≥ 0,

−1 if x < 0.
(I.10)

また，∂c∗i (N )/∂Ni は，次のように表される:

∂c∗i (N )

∂Ni
= −

∂t f
ai

∂Ni

 i−1∑
k=ai

{
ψ(∆t f

k ) + ψ(∆tl
k)
}
+ ψ(∆t f

i )

 .
(I.11)

ここで，i = bi のとき q(tl
i) = 0が成立することから，

以下が与えられる:∑
k∈Si

{
s(∆t f

k ) − s(∆tl
k)
}
= 0. (I.12)

この両辺をN jで微分することで，次の関係が得られる:

−
∂t f

ai

∂N j

∑
k∈Si

{
ψ(∆t f

k ) + ψ(∆tl
k)
}

− 1
µ

ψ(∆tl
j) +

bi∑
k= j+1

{
ψ(∆t f

k ) + ψ(∆tl
k)
} = 0.

(I.13)

(I.7)に (I.13)を代入することで，次の関係が得られる:

∂c∗i (N )

∂N j
= −

∂t f
ai

∂Ni

 j−1∑
k=ai

{
ψ(∆t f

k ) + ψ(∆tl
k)
}
+ ψ(∆t f

j )

 .
(I.14)

この関係 (I.14)と (I.8)より，i > jとなる i, jについて

∂c∗i (N )

∂N j
=
∂c∗j(N )

∂Ni
=

S f
i jS

l
ji

Si
, (I.15)

S f
i j ≡ ψ(∆t f

j ) +
j−1∑
k=ai

{
ψ(∆t f

k ) + ψ(∆tl
k)
}
, (I.16)

Sl
i j ≡ ψ(∆tl

j) +
bi∑

k= j+1

{
ψ(∆t f

k ) + ψ(∆tl
k)
}
, (I.17)

Si ≡ µ
∑
k∈Si

{
ψ(∆t f

k ) + ψ(∆tl
k)
}
, (I.18)

が成立する．ここで，ψ(∆tl
i)+ψ(∆t f

i+1) > 0 ∀i, i+1 ∈ Si,
ψ(∆t f

ai
) > 0,ψ(∆tl

bi
) > 0より，Si,S

f
i j,S

l
i jは常に正である:

Si > 0, S f
i j > 0, Sl

i j > 0. (I.19)

これらの結果 (I.3), (I.15)から，直ちに c∗(N )の Jacobi
行列 ∇c∗(N )は対称であることがわかる．

(2) ∇c∗(N )の正定値性

Horn and Johnson 42), Strang 43) で示されているよ

うに，対角成分が正の下三角行列Lにより，∇c∗(N )を
以下に示すように Cholesky分解することができれば，
∇c∗(N )は正定値である:

∇c∗(N ) = LL⊤. (I.20)

ここで，⊤は転置を表す．(I.11), (I.15)より，任意の i ∈ S
に対して S f

i0 = 0,Sl
i0 > 0と定義すると，L = [Li j]は以

下で与えられる:

Li j =


Sl

ii

√√√√
1
Si

S f
i j

Sl
i j

−
S f

i( j−1)

Sl
i( j−1)

 > 0 if i ≥ j, j ∈ Si,

0 otherwise.

(I.21)

なお，定義 (I.16), (I.17)より，S f
i j > S f

i( j−1), Sl
i( j−1) > Sl

i j

が成立するため，(S f
i j/S

l
i j − S f

i( j−1)/S
l
i( j−1)) > 0となるこ

とに注意せよ．
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j ∈ Si に対して Si = S j,S
f
ik = Sl

jk,S
l
ik = Sl

jkが成立する

ことに注意すると，LL⊤ の i, j要素が次で与えられる
ことから，上記の結果が容易に確認できる:

∑
k

LikL jk =


Sl

iiS
l
i j

Si

min{i, j}∑
k=ai

S f
ik

Sl
ik

−
S f

i(k−1)

Sl
i(k−1)

 if j ∈ Si,

0 if j < Si,

=



S f
i jS

l
ii

Si
if i ≥ j, j ∈ Si,

S f
iiS

l
i j

Si
if i < j, j ∈ Si,

0 if j < Si.

(I.22)

付録 II 命題 2の証明

P(N )がポテンシャル関数であることは，(10), (12)よ
り明らかである．そこで，ここでは，P1(N ),P2(N )が
凸関数であることを証明する．

まず，P2(N )は，その Hessian行列 ∇c∗(N )が，補
題 (1) より正定値であるため，明らかに狭義凸関数で
ある．

次に，P1(N )の凸性を調べる．P1(N )のHessian行
列 D2P1(N ) = ∇F (N )は，以下で与えられる:

D2P1(N ) = α {HE − τD} . (II.1)

Φ ≡ HE − τDと定義すると，その逆行列 Φ−1 が次の

ように表される:

Φ−1 =
1
τ



γ −0.5 ϵ

−0.5 1 −0.5 O

−0.5 1 −0.5
. . .

. . .
. . .

O −0.5 1 −0.5
ϵ −0.5 γ


,

(II.2a)

γ = ϵ + 0.5, (II.2b)

ϵ =
τ

2{2H − (T − 1)τ} . (II.2c)

Gershgorin の定理 (定理の詳細は，Horn and John-
son 42), Strang 43),伊理 44)参照)より，Φ−1の任意の固

有値 λΦ−1 は次の範囲に存在することがわかる:

0 ≤ λΦ−1 ≤ max{1 + 2ϵ, 2}. (II.3)

この結果から，D2P1(N ) = αΦの固有値 αλ−1
Φ−1 は全て

非負であることがわかる．したがって，D2P1(N )は半
正定値，すなわち P1(N )は凸関数である．

付録 III 補題 3の証明

i, j ∈ suppN ∗ かつ j − i ≥ 2 となる i, j に対して，
N∗k = 0 ∀k ∈ (i, j) が成立する均衡状態N ∗ が存在する

と仮定する．このとき，di j ≡ |i − j|, Ñ−k ≡
∑k

m=1 Nm,
Ñ+k ≡

∑T
m=k Nmと定義すると，k ∈ (i, j)に対して次の関

係が成立する:

ui = u j ≥ uk, (III.1a)

ui − u j = τdi j

{
Ñ−k − Ñ+k

}
− c∗i (N ) + c∗j(N ) = 0, (III.1b)

ui − uk = τdik

{
Ñ−k − Ñ+k

}
− c∗i (N ) + c∗k(N ) ≥ 0, (III.1c)

u j − uk = τdkj

{
Ñ+k − Ñ−k

}
− c∗j(N ) + c∗k(N ) ≥ 0.

(III.1d)

ここで，Ñ−k ≥ Ñ+k が成立すると仮定しよう．この
とき，(III.1b) より c∗i (N ) ≥ c∗j(N ) > 0, (III.1d) より
c∗k(N ) ≥ c∗j(N ) > 0 が得られる．この結果から，tk 時

点では渋滞が存在する．すなわち，企業 iの労働者が
最後に CBDに到着する時刻 tl

i は tk より遅くなる (i.e.,
tl
i > tk)ことがわかる．また，企業 iの労働者が最初に

CBDに到着する時刻を t f
i と表すと，(III.1d)に (III.1b)

を代入することにより，次の関係が得られる:

u j − uk = −
dik

di j
c∗j(N ) −

dkj

di j
c∗i (N ) + c∗k(N ),

= −dik

di j
s(|t j − t f

j |) −
dkj

di j
s(tl

i − ti) + s(tl
i − tk),

(III.2)

tl
i < t j となるとき，s(x)の凸性を利用すると，

s(tl
i − tk) −

dkj

di j
s(tl

i − ti)

≤ s(tl
i − tk) −

dkj

di j
s(tl

i − tk) − τ
dikdkj

di j
s′(tl

i − tk)

=
dik

di j

{
s(tl

i − tk) − τdkjs′(tl
i − tk)

}
< 0 (III.3)

ここで，s′(x) = ds(x)/dxである．また，tl
i ≥ t j の場合，

tl
i = t f

j となるため，s(x)が凸関数であることを利用す
ると，次の関係が得られる:

s(tl
i − tk) <

dik

di j
s(tl

i − tk) +
dkj

di j
s(tl

i − tk). (III.4)

(III.3), (III.4)を (III.2)に代入することで，u j − uk < 0
が得られる．また，Ñ−k < Ñ+k となる場合についても，
(III.1b), (III.1c)を利用すると，これまでと全く同様の
手順により，ui − uk < 0となることが確認できる．し
かし，これらは，(III.1a)と矛盾することから，補題 3
が得られる．
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付録 IV 補題 4の証明

企業 iの労働者が最初・最後に CBDに到着する時刻
を，各々，t f

i , t
l
iと表す．このとき，Z(N )は，次のよう

に表すことができる:

Z(N ) =
∑
k∈S

∫ tl
k

t f
k

µ s(|tk − t|)dt. (IV.1)

tl
i = t f

i +Ni/µが成立するため，(I.2)で定義される Siを

用いることで，t f
i , t

l
i は以下で与えられる:

t f
i = t f

ai
+

1
µ

i−1∑
k=ai

Nk, (IV.2a)

tl
i = t f

ai
+

1
µ

i∑
k=ai

Nk. (IV.2b)

ここで，ai ≡ min Si である．この関係を利用すると，

∂Z(N )/∂Ni は，

∂Z(N )
∂Ni

= s(|ti − tl
i|) +

bi∑
k=i+1

{
s(|tk − t f

k |) − s(|tk − tl
k|)

}
+
∂t f

ai

∂Ni

∑
k∈Si

{
s(|tk − t f

k |) − s(|tk − tl
k|)

}
. (IV.3)

ここで，bi ≡ max Si である．これに，(I.5), (I.12)を代
入すると，(28)が得られる．
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A MODEL OF DEPARTURE TIME AND WORK START TIME CHOICES WITH
BOTTLENECK CONGESTION

Yuki TAKAYAMA

A number of studies have been devoted to examine the effect of staggered work hours by analyzing a
model of departure time and work start time choices. Although the introduction of staggered work hours
is one of the transportation demand management measures for alleviating traffic congestion during peak
hours, almost all of these studies do not consider bottleneck congestion due to analytical difficulties. In
order to overcome these difficulties, this study provides an approach to analyzing a model of departure time
and work start time choices with bottleneck congestion which utilizes the properties of potential game. By
applying this approach, the intrinsic properties of the model are characterized.
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