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本研究の目的は，ボトルネックが直列に連なる道路を利用する，多起点 1終点 ODをもつ通勤者の出発時刻
選択の均衡状態の特性を特徴づけることである．本研究ではそれをもとに実験し，均衡状態の特徴を探る．ま
ず通勤者の出発時刻選択に関する均衡状態を数理モデルとして定式化する．さらに，そのような均衡状態を求
める問題を，座標系の工夫によって，線形相補性問題として定式化する．その解法アルゴリズムを構築して系
統的に数値実験を行い，パラメータの変化に対する均衡解の変化を調べる．具体的には，各地点での渋滞のパ
ターンを，交通需要と交通容量の比である正規化需要を基準に分類できることを観察する．
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1. はじめに

渋滞現象は，世界中の多くの都市で起こる現象であ
り，改善を求められている社会問題である．なかでも，
都市の日常的な渋滞問題としては，朝の通勤ラッシュ
が最も顕著である．そこで，朝の通勤ラッシュの渋滞
現象を把握するために，都心部 (CBD:Central Business
District)へ向かう通勤者の出発時刻の選択行動の均衡状
態を知ることが重要である．

通勤ラッシュの渋滞現象の表現については，利用者が
出発時刻を選択する均衡問題として，Vickrey1)をはじ
めとして多くの研究がなされてきた．たとえば，単路
型道路網における単一ボトルネックを考慮したモデル
に対して，解の存在 (Smith2))や唯一性 (Daganzo3))など
が証明されている．一方，複数のボトルネックを考慮し
た出発時刻選択均衡問題に関する研究はこれまであま
りなく，2つのボトルネックを考慮した Kuwahara4)や
高山ら 5)の研究が存在するものの，3つ以上のボトル
ネックを有するモデルへの拡張はほとんどなされてい
ない．現実には,コリドー型道路網（単路）においても
多くのボトルネックやランプが存在しているが，その
均衡状態は解析的に自明ではないため，ボトルネック
数やオンランプ数を一般化したモデルに対する出発時
刻に関する選択均衡問題を研究する必要がある．

本研究の目的は，複数ボトルネックを考慮したコリ
ドー型道路網において，出発時刻選択問題の均衡解の特
徴を明らかにすることである．そのために，複数のボト
ルネックのモデルを含む出発時刻選択均衡配分問題を
線形相補性問題 (LCP:Linear Complementarity Problem)
として定式化し，解法アルゴリズムを構築する．その
アルゴリズムを用いて，様々な問題に対する均衡解の
特徴づけをする．

2. モデル

(1) ネットワークの設定

本研究では，朝の通勤（多起点１終点）パターンとし
て，単路（1本の分岐のない道路）のネットワークを対
象とする．これは，幹線道路や高速道路のネットワー
クを表現していると捉えることができる．

図-1のように，道路上には N箇所のボトルネックと
オンランプ（流入口）が存在する．地点 i(i = 1,2, ...,N)
のボトルネックを BNi，その交通容量は µi，ランプ総
流入量を Qi とする．Qi は地点 i の CBDへの通勤人口
に対応する．

CBD

N · · · i · · · 1

Qi

µi

図-1 朝の通勤モデル

(2) 到着時刻ベースの座標系の導入

この研究では，各通勤者の到着時刻を基準とした，到
着時刻ベースの座標系を基に定式化する．この座標系
を用いることによって，複数ボトルネックを考慮した
モデルの数学的な解析が容易になる．

地点 iからの通勤者 (Useri,u）は，CBDへの到着時刻
が uとなるように，出発時刻を選択する．均衡状態で
は，Useri,uが，出発時刻から到着時刻を推定（時刻の情
報を把握）できる状態と仮定する．長期的には Useri,u
が渋滞現象を把握できるようになることから，この仮
定は妥当と言える．
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(3) 出発時刻選択均衡問題
出発時刻選択の均衡条件は，通勤者の行動原理，渋

滞の発生原理，およびフロー保存則の 3条件からなる．
a) 出発時刻選択均衡条件

Useri,uは，各自の交通費用 TCi(u)を最小にするよう
な行動原理に基づき行動する．通勤者らが共通して持
つ希望到着時刻 twと実際の到着時刻 uとの差異に対し，
早着・遅着への不効用を表現するペナルティ関数 d(u)
を導入する．（ペナルティ関数の具体例は 4-(2)を参照の
こと．）Useri,uの交通費用は，自由走行時間mi，渋滞に
よる待ち時間 wi(u)，および d(u)の和で定まる．

TCi(u) =
i

∑
j=1

(mj +w j(u))+d(u) (1)

Useri,u の BNi への流入率を qi(u) とする．交通
費用 TCi(u) が最小交通費用 ρi に等しいとき (ρi =
minuTCi(u))，地点 i から CBD への交通が発生し
(qi(u) > 0)，それ以外のときは交通が発生しない．
(qi(u) = 0)．これを線形相補性条件として表す．すべ
ての通勤者が出発時刻を変更しても交通費用を下げる
ことができないとき，Nash均衡状態であると定義する．
ここで，内生変数はwi(u),qi(u)および ρi である．均衡

条件: {
[TCi(u)−ρi ] ·qi(u) = 0
TCi(u)−ρi ≥ 0
qi(u) ≥ 0

(2)

b) 渋滞の発生原理
地点 iにおいて，上流からの通勤者Userj,u(i ≤ j ≤ N)

の流入率の総和 ∑N
j=i q j(u)がボトルネック容量 µi を超

過した場合，地点 iでは渋滞が発生し，渋滞による待ち
時間wi(u)が発生する．ただし，到着時刻ベースの座標
系を考えているため，実際にUserj,u(i ≤ j ≤ N)が通行
するボトルネックの容量は，見かけ上の容量 µ̂i(u)にな
る．渋滞の発生条件:

[
∑N

j=i q j(u)− µ̂i(u)
]
·w j(u) = 0

∑N
j=i q j(u)− µ̂i(u) ≥ 0

wi(u) ≥ 0
(3)

where µ̂i(u)≡ µi

(
1−

i

∑
j=1

dwj(u)

du

)
c) フロー保存則
対象時間帯 U = [U ,U ]ですべての通勤者が CBDへ

到着する．つまり，qi(u)のU に対する積分値は，通勤
人口 Qi に等しくなる．フロー保存則:∫ U

U
qi(u)du−Qi = 0 (4)

(4) 線形相補性問題への変換
式 (2),式 (3),式 (4)より，出発時刻選択均衡問題は適

当な行列M とベクトル bを用いて，以下のような LCP
として整理できる．

0≤ x(u)⊥Mx(u)+b≥ 0 (5)

x(u) = (q(u),w(u),ρ)T

しかし，uは連続の値を取るため，LCP(5)の変数は無
限次元となり，解析や求解が困難である．よって，本研
究では連続時間 u∈ [U ,U ]を離散時間 k = 1,2, ...,K に

変換した場合について考える．離散化した場合の行列
M は以下のような行列となる．

M =

 0
(
N−1

)T −1

−N−1 M
(
I−

(
N−1

)T
)
⊗∆w 0

1T 0 0


ここで，M は対角成分が µ である対角行列,∆w =

w(k+1)−w(k)，

N =

 1 −1
... −1

1


である．

3. 均衡解の特性を調べる数値実験

(1) 均衡解のパターン分類
ここでは，既存研究における単路ネットワークでの
均衡解のパターンについて言及する．2つのボトルネッ
クを考慮したモデルの均衡解では，高山ら 5)によって
渋滞パターンが定性的に 2種類に分類できることがわ
かっており，User1と User2の交通流が，それぞれ干渉
する推移パターンと干渉しないパターンに分類される．
特徴は，上流側における渋滞現象が，前者は発生せず，
後者では必ず発生するという違いが生まれることであ
る．このことを参考に，多数のボトルネックにおいてこ
れらのようなパターンへ分類できるかどうか検証した．

(2) 数値実験の目的と方法
実験の目的は，均衡解の渋滞現象に規則性があるか
どうかを観察することである．本章では，離散化した
定式化をもとに，均衡解を解くためのアルゴリズムを
構築する．構築したアルゴリズムをもとに，外生変数
に対し網羅的に実験した．その結果，均衡状態におけ
る渋滞パターンが規則的に現れることが明らかになっ
た．そこで，この規則性を調べるために，実験結果と
パターン分類の方法について考察する．

(3) アルゴリズム
LCP(5)を離散化した問題は，以下のような二次計画
問題に帰着することができる．
二次計画問題:

minq(u),w(u),ρ FQP =
U

∑
U

[
d(u)1+

(
N−1)T

m
]
q(u)δu

+∑U
U w(u) ·M

(
I−

(
N−1)T

)
(w(u+δu)−w(u))

−ρQ

subject to d(u)1+
(
N−1)T

m−ρ≥ 0 ∀ u∈ U

M
(
I−

(
N−1

)T
)
(w(u+δu)−w(u))≥ 0 ∀ u∈ U

U

∑
U
q(u)δu=Q ∀ u∈ U

本研究ではこの解法アルゴリズムとして Frank-Wolfe法
を用いた．

アルゴリズム:
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step 0:m,Q,d(u),µ,δuを設定．k= 0
step 1:FQP(x)∼ ∇FQP(x

(k)) ·x+constに変換
step 2:x(k+1) = αx+(1−α)x(n) として

min0≤α≤1FQP(x
(k+1) を解く

step 3:収束ならば終了．
それ以外の時 k= k+1として step 1へ

(4) パターン分類の方法
解析解の渋滞のパターンを分類するために，外生変
数に対する均衡解の変化を網羅的に調べた．
その結果，パターンを定性的に把握するために，地
点 iにおける総交通量をボトルネック容量で除したもの
を ‘正規化需要’ : RDi ≡ ∑N

j=i Q j/µi と定義し，これが分
類の評価基準とできることがわかった．正規化需要は，
その地点におけるボトルネックがどの程度逼迫してい
るかを表す数値である．

4. 実験結果による均衡解の特性

(1) 実験結果
5つのボトルネックを考慮した実験では，正規化需要

の大小関係より区別される 5! = 120種類の実験のうち，
図-2は一部である．正規化需要をもとに網羅的に実験
をし，均衡状態において渋滞が発生している地点に色
をつけた．

argmax  CBD 

図-2 正規化需要とボトルネック渋滞地点の関係

例えば，図-2 中の実験 17 では，RD5 > RD2 >
RD4 > RD3 > RD1 という条件で実験し，結果として
BN1,BN2,BN5で渋滞が発生することを表している．こ
の実験を，4つのボトルネック，3つのボトルネックで
も同様に実験した．

(2) 結果の特徴
実験から以下のような特徴があることが明らかとな

った．
• RDi = max{RD1, ...,RDN}のとき，地点 iでは必ず
渋滞が発生する．（図-2の青色部分）

• RDN = maxRDN を 満 た す 場 合 ，RDi =
max{RD1, ...,RDN−1} のとき，地点 i では必
ず渋滞が発生する．さらにこの条件下で...と再帰

的な条件下で渋滞が発生する．（図-2の薄い青色
部分）

1点目は，通勤路の中で最も逼迫したボトルネックで必
ず渋滞が発生するということを表している．2点目は，
もっとも逼迫したボトルネックが最上流の場合，最上
流を除いたネットワークとして，1点目と次の条件が適
用される．これは再帰的な条件である．
また，数式に現れていないが以下の条件があること
も明らかになった．
• 特に BNNにおいて，RDN ̸= maxRDi の場合，BNN

では渋滞は必ず発生しない．（図-2の赤色部分が渋
滞発生状態．赤字が渋滞が発生していない状態．）

これは最上流のボトルネックで渋滞が発生する条件を
表している．具体的には，最も上流のボトルネックが最
も逼迫している状態の時に限り最上流で渋滞が発生し，
それ以外の時には渋滞が発生しないということである．
このことによって，ある地点よりも上流側の全ての
ボトルネックで渋滞している場合の交通流パターンを，
数学的に評価することができた．
また，上 2点（図-2の青色系部分の一部）は以下の
ように数学的に表すこともできる．N = 1, ...,Nに対し
て以下の条件を満たしていれば，正規化需要の条件に
よって再帰的に渋滞することが保証できる地点を見つ
けることができる．

maxj∈N RDj = RDi ⇒ wi(u)> 0 ∃ u

f or k= 0,1, ...,N−1

maxj∈N −k RDj = RDN−k ⇒ wN−k(u)> 0 ∃ u

else break

(3) 明らかになった規則性の応用例
以上の渋滞発生パターンにおける規則性の具体例と
して，4つのボトルネックにおける 2つの実験結果を
紹介する．まずすべての地点で渋滞が発生する実験例，
そして最上流 (BN4)が渋滞している場合のうち，3番目
(BN3)の渋滞が発生しない例を紹介する．なお総流入量
が既知の場合は，正規化需要に伴いボトルネック容量
が定まる．
外生変数を，それぞれ以下のように設定する．

Q= [1000,1000,1000,1000]T,m= [0,60,60,60]T

d(u) =

{
0.5(tw−u) i f u < tw

2(u− tw) i f u ≥ tw

実験 1:

RD = [10,30,40,50]T

µ= [400,100,50,20]T

この結果を用いた，各地点で観測される累積流入交通
量及び累積流出交通量を表したものが図-3である．こ
の図は，各ボトルネックで観測される流量の集計的な累
積交通量を表したものである．希望到着時刻 twに BN1

を通過するために，Useri,uが出発時刻を選択している
様子が分かる．今回の実験では，累積流入交通量と累
積流出交通量が一致している地点が存在せず，すべて
の地点で渋滞が発生しているということが分かる．
次にBN3の正規化需要をRD3 <RD2として実験した．
実験 2:

RD = [10,30,20,50]T

µ= [400,100,100,20]T
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図-3 4-ボトルネックの場合の交通流:BN3で渋滞発生

この結果は図-4である．今回の実験では，地点 1,2,4
では渋滞が発生するが，地点 3において渋滞が発生し
ないことが分かる．
このことから，上流の正規化需要は最も大きい

(arg maxRDi = 4)が，それを除く正規化需要の中で最
大でないこと arg max

i=1,2,3
RDi ̸= 3で地点 3で渋滞が発生し

なくなることがわかる．このことは，RD3だけでなく，
RD1を除いたすべての地点で観測できることである．
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図-4 4-ボトルネックの場合の交通流:BN3で渋滞発生なし

これらの現象について，Useri の行動を追った，非集
計型の累積交通量が図-5である．

BN4では User4が交通容量の上限値 µ4で流出し (図-
5:4-4)，その交通流がBN3へ流入している (同:4-3)．BN3

では，User3は，µ3を超過しないように交通流が発生
することが分かる (同:3-3)，
さらに，Useri,uの交通費用を表したのが，図-6,図-7

である．ρi+1 = ρi となる場合のうち一部で，渋滞が発
生しない場合が確認されている．

5. おわりに

本研究では，複数のボトルネックを考慮した出発時
刻選択均衡問題における解析解を，定性的に分類した．
具体的には，渋滞現象を地点別に発生する条件を均衡
解に対して分類した．地点総流量とボトルネック容量
の比である正規化需要によって，渋滞が発生する条件
をパターン化して分類できることがわかった．
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図-5 4-ボトルネックの場合の交通流:BN3で渋滞発生なし

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

図-6 4-ボトルネックの場合
の交通費用:BN3 で渋
滞発生

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

図-7 4-ボトルネックの場合
の交通費用:BN3 で渋
滞発生なし
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