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本論文では，単一ボトルネックを対象として，利用者のランダム到着挙動を考慮した上で，時間帯別ボトル
ネック通行権の最適発行パターンを明らかにする．この目的を達成するために，まず，拡散方程式で待ち行列
長の時々刻々の変化を近似し，総利用者の経済損失（待ち行列遅れ時間とスケジュール遅れ時間による経済損
失の総和）の評価モデルを構築する．さらに，4種類の通行権発行関数を外生的に設定し，各経済損失と通行権
発行パターンの関係性を解析及び数値計算の手法で分析する．最後に，数値実験を通して，利用者の時間価値，
不確実性やリスク回避度に応じた最適発行パターンを求める．

Key Words : TDM, tradable bottleneck permit, Fokker-Planck equation, queuing delay, schedule delay

1. はじめに

交通混雑に対する解決策として，従来の研究では，価

格規制と数量規制が提案されている．前者の代表例で

ある混雑料金制 1) であり，理論上は混雑を解消する優

れた方策である．しかし，もし，道路管理者が誤った

利用者の需要情報に基づき料金を設定すると，経済的

な損失が発生しうる．実際に，道路管理者が利用者の

交通需要条件を正確に把握することは困難であり，こ

の制度を導入しても社会厚生のレベルを改善できると

は限らない．後者の代表例である単純割当制 2),3) は利

用者の需要情報を必要とせずに，渋滞を解消すること

ができる．しかしながら，利用者の自由な選択を制限

するため，制限に起因する社会的損失が発生する恐れ

がある．

そこで，利用者の自由な選択を保証する割当制とし

て，赤松ら 4) は，ボトルネック通行権取引制度を提案

した．これは，道路管理者が特定のボトルネックを特

定の時間帯のみを通行できる権利 (i.e.,ボトルネック通

行権)を設定・発行し，利用者が自由にその通行権を取

引する制度である．赤松ら 4)は，ある理想的な状況を

仮定すると，この制度の導入により，社会的最適な状態

が達成されることを示している．ここで，理想的な状

況とは，すべての利用者がボトルネック通行権により

指定された時間帯ちょうどにボトルネックに到着する

という設定である．そして，これまで，TBPに関する

研究 4),5),6)は，全て上記の理想的な設定を前提とする．

しかしながら，実際には，全ての利用者が指定時間

帯通りに到着できるとは限らない．実際の状況を想定

すると，通行権の指定時間帯より早着・遅着する利用

者が存在してしまう．このとき，通行権発行枚数をボ

トルネック容量と等しく設定すると，各時間帯の到着

数は，ボトルネック容量を上回る可能性が高くなり，待

ち行列が発生しうる．

そこで，本研究では，利用者の確率的なボトルネック

到着挙動を考慮した上で，利用者全体の経済損失を表

現するモデルを構築する．そして，経済損失を最小化

する時間帯別の最適な通行権発行パターンを明らかに

する．

2. 状況設定

(1) 交通条件の設定

本研究では，総利用者数が住居地から目的地

(i.e.,CBD)へ通勤する単一 ODで構成された道路を想

定する (図–1を参照)．途中に交通容量 µの単一ボトル

ネックが存在し，全ての利用者は移動する際に必ずこ

のボトルネックを通過する．ボトルネック通過する際

には，原則的に，通過する時間帯のボトルネック通行

権を所有していなければならない．なお，全ての利用

者のCBDにおける勤務開始時刻は，ある時間帯に集中

するようなパターンを設定する (図–2を参照)．

1



 

 

 

L

)(tA

t 

N 

)(tD

)(tW

L

L

L

  

 

図–1 交通ネットワークの設定
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図–2 ボトルネック地点の累積図

(2) 利用者の確率的な到着挙動

各利用者は，できる限り通行権の指定時間帯通りに，

ボトルネックへ到着するように，住居地から出発する．

しかしながら，現実的な状況では，通行権の指定時間

帯通りにボトルネックへ到着できず，早着及び遅着する

利用者も存在してしまう (図–2を参照)．ここで，通行

権の指定時間帯より早着及び遅着した場合でも，罰金

を課されずに，ボトルネックを通過できると設定する．

上記の利用者行動の設定に基づき，利用者のボトル

ネック到着時間帯は，指定時間帯を中心に分布するよ

うな，時間帯に関する確率変数であると考える．その

ため，各時間帯のボトルネックにおける到着利用者数

は，確率的な推移する．ここで，確率的な到着挙動を

想定しているため，待ち行列時間などの経済損失は確

率変数となることに注意しなければならない．以下で

は，これらの状況設定の下で解析を進める．

3. モデルの定式化

本章では，利用者の確率的な到着挙動を考慮した上

で，各経済損失を分析し，利用者全体の経済損失を最

小化する問題を定式化する．具体的には，まず，利用者

の経済損失のうち，待ち行列時間を拡散方程式を用い

て解析する．その結果，待ち行列時間はある条件付き

確率密度関数に従う確率変数として与えられる．次に，

不効用関数を設定し，その期待値 (i.e.,期待不効用)を，

確率変数として得られた経済損失の指標とする．最後

に，各時間帯のボトルネック通行権の発行枚数を制御

して，利用者全体の期待不効用を最小化するような最

適化問題を定式化する．

(1) 各経済損失の定義

a) 総経済損失の定義

本研究では，利用者経済損失 Lは待ち行列時間遅れ

LQ，スケジュール時間遅れ LS とそれぞれの重み付け

(i.e.,時間価値)α，β の積の線形和で構成される．そし

て，利用者全体の経済損失Lを，時間帯 tにボトルネッ

クへ到着した利用者 1人当たりの経済損失 l(t)と通行

権発行枚数 λ(t)の積は時間に関する総和と与えられる．

　 L =

∫ T

0

λ(t)l(t)dt ≡ αLQ + βLS (1)

その中で，時間帯 tのスケジュール時間 lS(t)は，利

用者到着時刻 tと希望到着時刻 tW の大きさにより，ス

ケジュール早着時間 lSE(t)及び遅着時間 lSL(t)を分け

られる．

　βlS(t) =

{
βElSE(t) if t ≤ tW

βLlSL(t) if t > tW
(2)

ここで，βE 及び βLはそれぞれ lSE(t)と lSL(t)の重み

付け (i.e.,時間価値)である．式 (2)より，同じ利用者

に対し，スケジュール早着時間遅れ lSE(t)と遅着時間

遅れ lSL(t)が同時に発生するのが不可能であると意味

している．

b) 待ち行列時間による損失

利用者の到着が確率的な場合，各時間帯の待ち行列長

は確率的に与えられるため，待ち行列時間LQを確率的

に評価しなければならない．そこで，以下では，LQの

評価指標として，期待値 E{LQ}及び標準偏差 σ{LQ}
を求める．まず，待ち行列の確率的な挙動に関する仮

定を説明する．時間帯 tにおける到着者数は，式 (3)で

示すように，期待値にボトルネック通行権の発行枚数

λ(t)を持って，正規分布に従うと仮定する．

　λ̂(t) ∼ N(λ(t),∆2(λ)) (3)

ここで，∆2(λ)は利用者到着数の分散である．時間間

隔 [t, t+ dt]の発行枚数 λ(t)は一定とすれば，待ち行列

長 qの時間間隔 [t, t+ dt]における推移は，通行権の発

行枚数 λ(t)，ボトルネック容量 µを用いて，式 (4)の

ように表すことができる．

　 q(t+ dt)− q(t) ∼ N((λ(t)− µ)dt,∆2(λ)dt) (4)

この際，各時間帯の待ち行列長 qの確率分布関数F は，

次の拡散方程式 (i.e.,Fokker-Planck方程式；Newell7)を

参照)に従うことが知られている．
∂F (q, t | q0)

∂t
=− (λ(t)− µ)

∂F (q, t | q0)
∂q

+∆2(λ)
∂2F (q, t | q0)

2∂q2

(5)
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ここで，F (q, t | q0)は時間帯 t = 0での待ち行列長が

q0 である条件下での時間帯 tに待ち行列長が q となる

条件付確率分布関数である．この拡散方程式の制約条

件として，待ち行列長 q は非負であることを示す境界

条件 (式 (6))：

　 F (∞, t | q0) = 1 F (∞, t | q0) = 0 ∀t (6)

さらに，時間帯 t = 0での待ち行列長 qの初期条件 (式

(7))：

　 F (0, t | q0) =

{
1 if q > q0

0 if q ≤ q0
(7)

が定められる．そして，時間帯 tにおける待ち行列長 q

になる確率密度は式 (8)のように与えられる．

　 f(q, t) = F (q +∆q, t)− F (q, t) (8)

従って，時間帯 tにおける待ち行列長 qの期待値E{q(t)}
と標準偏差 σ{q(t)}は式 (9)，式 (10)のように表現さ

れる．

　 E{q(t)} =

∫ ∞

0

(f(q, t)q)dq (9)

　σ{q(t)} =

√∫ ∞

0

f(q, t)[q − E{q(t)}]2dq (10)

ここまでは，待ち行列を台数の単位で評価してきた．

しかしながら，損失を考える際には，時間の単位に変

換しなくてはならない．そこで，待ち行列長 qをボトル

ネック容量 µを除して，待ち行列時間 lQ(t)へ変換する．

そして，拡散方程式の解を代入し，利用者 1人当たり

の待ち行列時間の期待値E{lQ(t)}と標準偏差 σ{lQ(t)}
は式 (11)，式 (12)のように与えられる．

　 E{lQ(t)} =

∫ ∞

0

(f(q, t)q)/µdq (11)

　σ{lQ(t)} =

√∫ ∞

0

f(q, t)[q − E{q(t)}]2
µ

dq (12)

さらに，総利用者の待ち行列時間の期待値 E{LQ} と
標準偏差 σ{LQ}は，式 (13)，式 (14)のように導出さ

れる．

　 E{LQ} =

∫ T

0

λ(t)

∫ ∞

0

f(q, t)(
q

µ
)dqdt (13)

　σ{LQ} =

∫ T

0

λ(t)

√∫ ∞

0

f(q, t)[q − E{q(t)}]2
µ

dqdt

(14)

最後に，式 (13)に重み付け αをかけていれば，待ち行

列時間による損失の期待値が得られる．

c) スケジュール遅れ時間による損失

スケジュール早着及び遅着に関しては，簡単のため，

確定的な関数に近似して求める．本来，確率的な利用

者の到着挙動の下では，等しいボトルネック到着時刻

を持つ利用者の中では，異なる勤務開始時刻を持つ利

用者が混在する．そのため，スケジュール早着及び遅着

は確率変数として評価されるのは自然である．しかし

ながら，そのようなスケジュール早着及び遅着の評価

は困難であるため，ここでは確定的な変数として LSE

と LSL 評価する．

ここで，累積流出数 D(t)は通行権発行枚数 λ(t)を

時間 [0, t]に関して積分した関数であり，累積勤務開始

数W (t)は t < tW においてW (t) = 0，t ≥ tW におい

てW (t) = N となる関数である．

時間帯 tにおける利用者 1人当たりのスケジュール早

着時間 lSE(t)は，式 (15)により，累積勤務開始関数の

逆関数と累積流出関数の逆関数の差で定義される．同

様に，時間帯 tにおける利用者 1人当たりのスケジュー

ル遅着時間 lSL(t)は，式 (16)により累積流出関数の逆

関数と累積勤務開始関数の逆関数の差で与えられる．

　 lSE(t) = W−1(n(t))−D−1(n(t)) (15)

　 lSL(t) = D−1(n(t))−W−1(n(t)) (16)

このとき，全利用者のスケジュール早着時間 LSE 及び

遅着時間LSLは，式 (17)，式 (18)のように表現される．

　 LSE =

∫ T

0

λ(t)

(
W−1(n(t))−D−1(n(t))

)
dt (17)

　 LSL =

∫ T

0

λ(t)

(
D−1(n(t))−W−1(n(t))

)
dt (18)

式 (17)，式 (18)にそれぞれ重み付け βE，βLをかける

と，スケジュール早着時間及び遅着時間による損失が

得られる．

(2) 最適化問題の定式化

待ち行列時間LQは確率変数であるため，経済損失L

を確率的に評価する必要がある．そこで，不効用関数

U(L)を設定し，不効用の期待値 (i.e.,期待不効用)E{U}
を経済損失の指標に用いる．ここで，2次の不効用関数

U(L)を採用すれば，式 (19)のように与えられる．

　 U(L) ≡ L+ r(L− E{L})2 (19)

ここで，rは利用者のリスク回避傾向を表し，正のパラ

メータである．rが高いほど，道路利用者は経済損失の

不確実性 (i.e.,待ち行列時間による損失の不確実性)を

回避する傾向があり，経済損失の標準偏差 σ{LQ}を小
さくするインセンティブが働く．
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このとき，利用者全体の期待不効用 E{U}は，リス
ク回避傾向 rにより経済損失の期待値 E{L}，σ{L}を
重み付けした関数 (20)のように定義される．

E{U} =αE{LQ}+ βELSE + βLLSL

+ r[ασ{LQ}]2
(20)

式 (20)により，期待不効用は，待ち行列時間による損

失の期待値 E{LQ}と標準偏差 σ{LQ}，スケジュール
早着時間及び遅着時間による損失 LSE，LSLの線形和

となることがわかる．

これより，最適発行パターンを求める問題を，各時

間帯の通行権発行枚数 λ(t)を制御変数とする利用者全

体の期待不効用E{U}の最小化問題 (式 (21))として定

式化できる．

min
λ(t)

E{U} =min
λ(t)

αE{LQ}+ βELSE + βLLSL

+ r[ασ{LQ}]2

subject to ∫ T

0

λ(t)dt = N

λ(t) ≥ 0

(21)

ただし，発行時間帯長 T は，総利用者数N である．

4. 分析手法

最適な通行権発行パターンを明らかにする前に，第 3

章で定式化された最適化問題を解く必要な手法を説明

する．本章の構成は以下通りである：4.1節では，外生

的な通行権発行関数の設定を示す．4.2節では，各経済

損失別の分析手法を説明する．4.3節では，計算の必要

な数値設定を示す．

(1) 外生的な通行権発行パターン

最適発行パターンは，無数に存在する通行権発行枚

数の時間的推移の中で，利用者全体の期待不効用を最

小化するものである．そのため，無数にある発行パター

ンの中から，唯一の最小化するものを選び出さなくて

はならない．このような問題は，無数に存在する発行

パターンから最適なものを求めるという組み合わせ最

適化問題に相当する問題構造を持っている．従って，厳

密な最適発行パターンを求めることは難しい．

そこで，本研究では，複数の通行権発行パターンを

外生的に与えて，期待不効用 E{U}を数値計算し，そ
のうち，E{U}を最小化するような発行パターンを最
適発行パターンとする．

続いて，外生的に設定する通行権発行パターンにつ

いて述べる．通行権取引制度の実用時に，現実的に設定

図–3 4種類の外生的な通行権発行パターン

可能，かつ道路管理者は管理できる複数の発行パター

ンを，考える必要がある．そこで，本研究では，1つの

パラメーター k(i.e.,発行係数)を持つ 4種類の発行パ

ターン (線形発行パターン，べき乗発行パターン，根号

発行パターン，ロジスティック発行パターン)を設定す

る (図–3 )．

　 A1(t) = k1t (22)

　 A2(t) = k2t
2 (23)

　 A3(t) = k3
√
t (24)

　 A4(t) =
N

1 + exp(Nk4(tW − t))
(25)

ただし，上記の各累積到着関数に対応する各時間帯の

通行権発行枚数は以下のように計算する：

　λ(t) = A(t)−A(t−∆t) (26)

(2) 各経済損失への分析手法

待ち行列長の確率分布関数 (式 (5)) は偏微分方程式

であるため，有限差分法で解くことを考える．より具

体的には，まず，メッシュ間隔を決定し，連続の待ち行

列長と時間軸を離散化する．次に，待ち行列長の確率

分布関数を計算する．さらに，待ち行列長の確率関数

を計算する．最後に，待ち行列時間の期待値及び標準

偏差を算出できる．ただし，拡散方程式の解が発散し

ないように，安定性条件を満足する差分メッシュの間

隔を注意しなければならない．

一方，スケジュール遅れの定式化に確率変数が含ま

れていないので，確定的な解析手法でとくことを考え

られる．より具体的には，ボトルネック累積流出関数

と勤務開始関数を利用し，各時間帯のスケジュール遅

れの総和が得られる．
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図–4 期待不効用の等高線 (線形発行パターン)

(3) 数値設定

本研究で，計算の必要な数値設定をする．その中で，

スケジュール早着及び遅着時間の重み付け，βE 及び

βL の数値設定及び待ち行列の重み付け α の動く範囲

は Small8) を参照する．そして，総利用者数 N，ボト

ルネック容量，待ち行列の初期値の設定は赤松ら 4)へ

参照する．

設定した 4種類の通行権発行パターンの中で，最適

発行パターンは常に 4つの中の 1つではなく，パラメー

ター設定値によって変わると考えられる．これは，極

端の例で確かめられる．例えば，もし，利用者は待ち

行列時間に対する時間価値 αとリスク回避度 rはゼロ

であれば，スケジュール遅れが最も小さいロジスティッ

ク発行パターンは必ず最適発行パターンであることは

自明である．

そのため，本研究では，利用者の特性を反映できる

時間価値 α，到着の標準偏差 σ，リスク回避度 rをある

範囲で動かして，各 (α, σ, r)下での最適な通行権発行

パターンを求める．

5. 実験結果と考察

本章では，第 4章で示した分析手法で，数値実験を

通して，最適な通行権発行パターンを明らかにする．よ

り具体的には，5.1節では，線形発行パターンを用いて，

(α, σ, r)を固定する場合の期待不効用 E{U}と発行係
数 k∗の関係を示す．5.2節では，(α, σ, r)が変動する場

合の最適な通行権発行パターンを示す．

(1) 期待不効用の特性

本節では，(α, σ, r)を固定する場合，期待不効用E{U}
を最小化する係数 k∗を求める方法を示す．数値実験を

通して，期待不効用 E{U}の等高線を図–4で示す．

この図には，横軸は利用者到着の標準偏差 σであり，縦

図–5 待ち行列時間の期待値の等高線 (線形発行パターン)

軸は係数 k である．この図により，以下の結論を得ら

れる：(1)σが大きくなれば，期待不効用が増える．(2)

各 σの下で，期待不効用 E{U}を最小化する最適な係
数 k∗ が存在する．

具体的には，まず，結論 (1) について，σ は期待不

効用 E{U}へ与える影響は，σ と待ち行列時間の期待

値 E{LQ} の関係より説明できる (図–4に参照)．図–

4により，係数 kを大きく設定すれば，待ち行列時間の

期待値 E{LQ}が増加する．また，σ が大きくなれば，

E{LQ}も増加する．すなわち，σがE{U}へ与える影
響は，実際に，E{LQ}への影響である．
次に，結論 (2)は，もし σを固定すれば，E{U}(k|σ)
の計算より，最適な係数 k∗を求められることと意味し

ている．そのため，同じ手法で，そのほかの 3種類の

通行権発行パターンの中で，(α, σ, r)を固定する場合の

最適な係数 k∗ を求められる．

(2) 最適な通行権発行パターン

本節では，(α, σ, r)が変動する場合の最適な通行権発

行パターンを求める．具体的には，まず，(α, σ, r)の動

く範囲を設定する．次に，各 (α, σ, r)の下で，4種類の

通行権発行パターンの下で，達した最小化する期待不

効用を計算する．最後に，計算した 4つの期待不効用

を比較し，最適な通行権発行パターンを探し出す．

上記の手順で，(α, σ, r)が変動する場合の最適な通行

権発行パターンを求めて，結果を図–6で示す．この図

により，最適な通行権発行パターン (色別)は (α, σ, r)

によって異なるとわかる．

6. おわりに

本研究では，利用者の確率的な到着を考慮した上で，

総利用者の経済損失を最小化するモデルを構築した．

そして，分析と実験を通して，(α, σ, r)を固定する場合
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図–6 最適な通行権発行パターン

に，期待不効用 E{U}と係数 kの関係を示した．最後

に，(α, σ, r)が変動する場合での最適な通行権の発行パ

ターンを明らかにした．

本研究の内容を踏まえて，今後の研究課題を述べる．

本研究では，スケジュール早着及び遅着による経済損

失を評価する際に，異なる勤務開始時刻を持つ利用者

が，混在していることを考慮していない．そのため，よ

り正確な利用者のランダム到着挙動を考慮したモデル

の構築，スケジュール早着及び遅着によるの確率的な

分析手法は，今後の検討が必要である．
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