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本研究では，最尤推定法を用いてリンク間の交通量の相関を考慮した交通ネットワーク均衡モデルのパ

ラメータ推定法について，その最尤推定量の特性，推定されたパラメータの信頼性の評価，どのモデルが

最良なのかを統計的に判断するモデル選択などについて考察する． 
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1. はじめに 

 

交通ネットワークの計画･分析の際，研究･実用上，交

通ネットワーク均衡モデルは重要な役割を果たしている．

確率的利用者均衡は，離散選択モデルによる経路選択に

基づいた均衡である．ロジットモデルを用いた場合，経

路効用は最も簡単な場合でも −θ t + ε であり，パラメー

タ θ を推定する必要がある．なお，t は経路の旅行時間，

ε は確率項である．ロジット型利用者均衡では，このパ

ラメータにどのような値を用いるべきかが問題となるこ

とが少なくない．また，−θ t + ε よりも複雑な効用関数を

定義することも可能で，その時は更にパラメータ推定が

重要になる．さらに，従来から多数の研究がなされてい

る OD交通量推定などもネットワーク均衡モデル上での

パラメータ推定である．このように交通ネットワーク均

衡モデルでパラメータを推定することは非常に重要であ

ることが分かる．また，高速道路等の料金を考える場合，

時間価値などを用いることも可能であるが，パラメータ

を均衡モデル上で推定することも可能であり，その推定

量は均衡モデルと一貫性を持ったパラメータであり，均

衡モデル上で推定する方が望ましい場合も多いと考えら

れる． 
ネットワーク均衡モデルのパラメータ推定では，デー

タ入手の容易さの観点から，リンク交通量の利用が便利

であると考えられる．従来から均衡モデルにより算出さ

れる計算交通量と実際のネットワークの交通量である実

交通量の二乗誤差が最小となるようにパラメータが推定

されてきている 1) ．しかし，このような最小二乗法では，

各リンクの交通量は独立であることが前提条件となる．

しかし，実際のリンク交通量はリンク間で独立ではなく，

近接するリンクでは，その相関はかなり高い．したがっ

て，最小二乗法によってパラメータの値を単に計算する

ことは可能であるが，リンク交通量の相関等の観点（確

率・統計学の観点）から理論上問題であり，推定したパ

ラメータにバイアスが含まれる恐れもある．そこで，本

研究では，最尤推定法を用いてリンク間の交通量の相関

を考慮した交通ネットワーク均衡モデルのパラメータ推

定法を提案する．このような統計学的な手法を用いるこ

とによって，これまで膨大に蓄積されている統計学の

様々な理論を交通ネットワーク均衡モデルに適用するこ

とが可能となる．例えば，推定されたパラメータの信頼

性の評価，どのモデルが最良なのかを統計的に判断する

モデル選択などが可能となる． 
 
 

2. ロジット型確率ネットワーク均衡 

 
(1) 需要と交通量 
リンク a の（リンク）交通量を xa (a ∈ A)，その確率変

数を Xa とする．ODペア i ( ∈ I) の経路 j ( ∈ Ji) の経路交通量

を yij とし，その確率変数を Yij とする．δa,ij はODペア i の
経路 j の経路にリンク a が含まれていれば 1であり，含

まれていなければ 0である．これらのベクトル表示 X = 
Δ Y，x = Δ y を必要に応じて用いる． 
起終点交通量（OD 交通量）は，その起点（O）周辺

に存在する人々がトリップを行うのか否かにより確率的
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に発生すると仮定する．それらの人々がある一つの終点

（D）へ向かうトリップを行う確率は小さいと仮定する

と，ODペア i の（OD）交通量はポアソン分布に従う．

その平均を λi とする．また，リンク a の平均リンク交通

量を μa (= E[Xa])，ODペア i の経路 j の平均経路交通量を 
mij (= E[Yij]) とする（λi = Σj∈Ji mij）．ここで，E は平均（期

待値）の演算である． 
ODペア i の交通量の平均 λi は，何らかの方法により

調査された OD交通量データの値を用いることができる

ものとする．OD 交通量がポアソン分布以外の分布に従

う場合を考えることも可能である 2)．しかし，その場合

OD 交通量の分散や標準偏差に関するデータも必要とな

り，適用が難しくなる．本稿では，最も適用が簡単なポ

アソン分布を仮定することとする．ポアソン分布は平均

と分散が同じ確率分布であり，上述のようにその平均は

既存の OD交通量データから与えることが可能である．

なお，OD 交通量がポアソン分布以外の分布を仮定した

場合でも，細部は若干変わるが，本稿の最尤法をほぼそ

のまま適用できる． 
発生したOD交通量はそれぞれ独立に確率 pi の通りに

確率的に経路を選択すると仮定する．ここで，pi は OD
ペア i の道路利用者の経路選択確率で，その要素を pij と
する．なお，経路選択確率は同じ ODペア内の道路利用

者では共通とする．ODペア i の経路交通量の平均 mij は 
λi pij と等しくなる．すなわち，mi = λi pi である．ここで，

mi はODペア i の平均経路交通量のベクトルである．こ

の場合，OD ペア i の経路交通量は以下の示すように

（独立な）ポアソン分布に従う． 
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ここで， )(⋅⋅
mnf は多項分布の確率関数， )(⋅⋅

pof はポア

ソン分布の確率関数，Qi は ODペア i の OD交通量の確

率変数，qi はその実現値である．また，既に述べたよう

に，λi = Σj∈Ji mij であり，それを用いている． 
以上は，平均が λi のポアソン分布に従って生起した

OD交通量がそれぞれ独立に確率 pi に従って確率的に経

路を選択すると，経路交通量は平均が λi pij の独立なポア

ソン分布に従うということを意味している． 
独立なポアソン変数（ポアソン分布に従う確率変数）

の和はポアソン変数であるため，リンク交通量はポアソ

ン分布に従う．つまり，リンク a の交通量は平均 μa (= 
Σi∈I Σj∈Ji δa,ij mij = Σi∈I λi Σj∈Ji δa,ij pij) のポアソン分布 Po[μa] に従

う．ただし，リンク間には共通の流れる経路交通量が存

在するため，一般にリンク交通量はリンク間で独立では

ない． 
式(1)で述べたように，経路交通量はそれぞれ独立な

ポアソン分布 Po[mij] に従う．経路交通量が十分に大きい

場合，ポアソン分布 Po[mij] の平均と分散はともに mij で
あるため，中心極限定理により，それは平均と分散がと

もに mij である正規分布 N[mij, mij] に従うと近似すること

ができる．この時，リンク交通量 X は次の多変量正規

分布に従う． 
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ただし，μ は平均リンク交通量ベクトルで，その要素は 
μa，Σ はリンク交通量の分散共分散行列， 1−Σ はΣ の

逆行列， Σ はΣの行列式，n (= |A|) はリンクの総数であ

る．また，平均経路交通量のベクトル m （その要素は 
mij）を用いると， T)( ΔΔ= mΣ diag である．ただし，

diag(m) は m の各成分を対角成分に持つ対角行列である．

ここで，μ = Δ m であるため， )(xXf は ),( mxXf と考え

ることもできる．なお，このようなリンク交通量の確率

密度関数を定義するためには， Σ が 0 でないことが必

要である． 
 

(2) 定式化 
各道路利用者は次式のロジットモデルに従い，経路選

択確率 pi を決定していると仮定する． 
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ここで， ijc は ODペア iの経路 j の平均旅行時間，θ は
正のパラメータである． 

確率的ネットワーク均衡モデルを定式化するのに際

し，式 (3) を含んだ関数 g = (g11,.., g21,…)T を考えよう．

関数 g の要素 gij を以下のように定義する． 

( ) ( )
( )∑

∈′
′−

−
=

iJj
ji

ij
iij c

c
g

)(exp
)(exp
m

m
m

θ
θ

λ  (4) 

ここで，μ は平均リンク交通量ベクトルである． 
確率ネットワーク均衡は，関数（写像） g に関する

以下の不動点問題として定式化できる． 
( )mgm =  (5) 

なお， ( )μgμ ′Δ= とリンクに関する定式化も可能であ

る．ただし，g′  は入力がリンク交通量の場合の g であ

る． 
 
 

3. 最尤推定法 

 
(1) 尤度関数 

リンク交通量の観測が行われ，観測リンク交通量ベ

クトルを x~  とする．観測されたリンクの集合を A
~

 とす
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る．x~  は観測回数は一回のみのデータとする． 
観測リンク交通量は式 (2) の分布の周辺確率として以

下の確率密度関数を持つ多変量正規分布に従う． 
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ここで，X~  は観測交通量の確率変数ベクトル，μ~  は観

測交通量の平均値ベクトル，Σ~  は観測交通量の分散共

分散行列，n~  は観測リンクの総数である．μ~  と Σ~  は，

式 (2) で用いられている μ  と Σ  について，観測している

リンクに関する要素を抜き出して構成することができる． 
リンク交通量の実現値，つまり，リンク交通量の観

測値 x~  が与えられた場合，以下の対数尤度関数 L(θ⎪ x~ ) 
を定義することができる． 

( ) ∑
∈

==
Aa

aX xffL
a~

~ )(ln)~(ln~ xxθ X  (7) 

ただし， )( aX xf a はリンク a の交通量の確率密度関数で

ある．そして，尤度関数を l (ln l = L) で表すことにする． 
 

(2) 定式化 
以下に示すように前章で述べた確率ネットワーク均

衡が下位問題となった均衡制約付数理問題（MPEC）と

して，最尤推定法によるパラメータ推定を定式化するこ

とができる． 

( )mxθ
θ

,~max L  (9) 

s.t. ( )mgm =  (10) 

なお，θはパラメータベクトルで，θk (k ∈ K)から構成さ

れる． 
 

(3) 一次・二次（偏）微分 
上述の問題を解くためには， Lθ∇  を用いることにな

る．ただし， Lθ∇  は L の θ に関する勾配， L2
θ∇  は L の 

θ  に関するヘシアン行列，0 は零ベクトルとする．

0θ =∇ L  は尤度方程式と呼ばれる．なお，パラメータ θ 
の t値の算出には， L2

θ∇  が必要となるため，本研究では，

L2
θ∇  まで考慮する必要がある． 
対数尤度関数 L は式 (6) 及び (7) から分かるように，θ  

は陽には現れず， Lθ∇  = Lmθm ∇∇ T
 となる．ここで，

式 (4) で述べた関数 g を用いて，陰関数 ),( θmh  ≡ g − m = 
0 を定義する．この陰関数 h を用いて， Lθ∇  は以下のよ

うに与えることができる． 

LL mθmθ hh ∇∇∇−=∇
− T)(

1  (11) 

そして， L2
θ∇  の成分 kkL ′∂∂∂ θθ2

 は以下の通りであ

る． 
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ここで，η  は要素が 
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 のベクトルである． 

パラメータの推定量 θ̂  が（漸近）有効な推定量であ

る場合，その推定量の分散共分散行列は θθθ
ˆ12 | =

−∇− L  と

なるため，パラメータ θk の t値は， 

kk

k

L ][ ˆ12 |

ˆ

θθθ =
−−∇

θ  (13) 

と計算することができる．ただし，[⋅]kk は行列の kk 成分

を意味する． 
 
 

4. 最尤推定量の性質 

 
通常の最尤推定法では，独立同一分布（I.I.D.）が仮

定されている．この場合，最尤推定量は 3つの優れた性

質（一致性，漸近有効性，漸近正規性）を持っている 3)．

よって，最尤法は，サンプルサイズが十分に大きければ，

パラメータの真値を推定することができる． 
車両感知器等から多量のリンク交通量データを入手

できることも多い．しかし，日々の交通量には相関があ

ると考えられ，その場合，それらのデータを基に独立性

に留意した多回数のリンク交通量データを作成しなけれ

ばならない．また，一般道路等では，車両感知器データ

の入手は容易ではない場合も多く，その場合，センサス

データなどを用いざるを得ない．そこで，観測した交通

量データ観測回数が 1回のみの場合について考察する．

以下に示すように，観測リンク数が十分に多く，リンク

間の相関が限られたものである場合，最尤推定量は真値

に一致する． 
一般にリンク交通量は互いに独立ではなく，観測回

数が 1 回のみの場合の観測リンク交通量は I.I.D.なデー

タではない．しかし，大規模ネットワークの場合，多数

のリンクが存在し，互いに離れたリンクの交通量の相関

は十分に小さいと考えられ，ある一定の距離以上離れた

リンク間の交通量は独立であると仮定できると考えられ

る．そこで，リンク a と相関があるリンクの集合を Ba 
(⊂ A) とし，Ba の大きさは限られたものとする．この時，

Cov[Xa, Xa′] = 0 (∀a′ ∈ Ba
c) となる．ただし，Ba

c は Ba の補集

合である．そして，n → ∞ の時，|Ba
c| >> |Ba| とする．この

ように任意のリンクの交通量に関して，そのリンクとあ
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る程度離れたリンクの交通量とは独立で，|Ba
c| >> |Ba| が

成立していることをリンクの局所従属性と呼ぶことにす

る． 
本稿では，（独立ではないデータでは，一般には成

立しないが）局所従属性の場合，リンク交通量及びそれ

に関する変数は，大数の弱法則（Appendix に証明の概略

を掲載）及び中心極限定理（本稿では証明は省略）が成

立する．この大数の弱法則及び中心極限定理を用いると，

局所従属のリンク交通量データを用いた場合，最尤推定

量は一致性，漸近有効性，漸近正規性を持つことが通常

の統計の教科書 3)に従い，容易に示すことができる． 
 
 

6. おわりに 

 
交通ネットワーク均衡モデルを用いる際，モデルのパ

ラメータを推定することが必要になることが多い．ネッ

トワーク均衡モデルでのパラメータ推定では，データ入

手の容易さの観点から，リンク交通量の利用が便利であ

る．従来から均衡モデルが算出する計算交通量と実際の

ネットワークの交通量である実交通量の二乗誤差が最小

となるようにパラメータが推定されることが多かった．

しかし，このような最小二乗法では，各リンクの交通量

が独立であることが前提条件となるが，現実のリンク交

通量はリンク間で独立ではなく，近接するリンクでは，

その相関はかなり高いと考えられ，リンク交通量の相関

等の観点から理論上問題であり，推定したパラメータに

バイアスが含まれる恐れもある．本研究では，最尤推定

法によってリンク間の交通量の相関を考慮した交通ネッ

トワーク均衡モデルのパラメータ推定法を提案し，交通

量の観測リンク数が十分に大きいか，リンク交通量の観

測回数が十分に多い場合，その推定量が真値となること

を示した．そして，単純なネットワークでのパラメータ

推定を行い，本手法の有用性について考察した．単純な

ネットワークのため，本手法と従来からの最小二乗法と

ではパラメータの推定値自体には大きな違いは見られな

かったが，本手法を用いることによって，均衡モデルの

パラメータの有意性やモデル選択の検討が可能であるこ

となどが確認できた． 
今後の課題としては，大規模ネットワークへの適用の

ための尤度関数の設定方法や計算アルゴリズムの開発な

どが挙げられる． 
 

Appendix 
X ≡ Σa∈A Xa/n，μ ≡ Σa∈A μa, S ≡ Σa∈A Xa とする．チェビシェフの不

等式より，ε > 0 の時，次式が成立する． 

[ ] [ ] 222
][VarVar1Pr

εε
εμ

n
SXX =≤>−  (14)

ただし，Var[S] = Σa∈A Σa′∈A aa ′σ であり， aa ′σ は以下の通りであ

る． 
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ここで，上で述べたリンク相関の局所性により，（n → ∞ の

時であっても）|Σa′∈A σ aa′| < va となる 0 < va < ∞ が存在する．v ≡ 

max[va;∀a∈A] (v < ∞) とすると，Var[S] < Σa∈A va ≤ n v となる．ただし，

maxは最大値をとる演算である．この v を用いると，式 (14) は

以下の通りとなる． 

[ ] 2Pr
ε

εμ
n

vX <>−  (16) 

したがって，n → ∞ の時，∀ε > 0 について，Pr[| X  − μ| > ε] = 0 

となり， X  は μ に確率収束する．これを局所相関の確率変数

の大数の弱法則と呼ぶことにする 
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