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　本論文では，2次元平面上における人口分布パターン形成のメカニズムを解明する．経済モデルと
しては，均一な平面上の都市の集積・分散を記述する新経済地理学の Forslid & Ottavianoモデルを用
い，空間モデルとしては，周期境界を持つ hexagonal latticeを用いた．これらのモデルを用い分岐解
析を行った結果，経済地理学の分野で有名な Christaller・Löschの正六角形分布の発現に関する池田
らの理論予測1)の正当性を示すことができた．ユニットセルの概念を導入することにより，人口分布
のパターン形成のメカニズムを，見通しよく理解することができるようになり，より効率的な解析が
行えるようになった．
Key Words : Forslid& Ottavianoモデル，Christaller・Löschの中心地理論，ユニットセル，人

口の集積・分散

1. はじめに

経済地理学の分野においては，Christaller・Löschの
中心地理論が有名である．Christallerは，財を供給され
る都市は，供給する都市を中心に正六角形状の市場域
を形成する，と論じた．また，Löschは，Christallerの
理論では考慮されていなかった傾いた六角形状の市場
域を 150種確認し，それらの重ね合わせにより Lösch
の都市分布を提案した2)(図–1)．

本論文では，新経済地理学の Forslid & Ottavianoモ
デル3)とランダム効用理論に基づいた確率的都市選択モ
デルによりモデル化を行い，n× nの節点からなる 2次
元平面格子をその空間的なモデルとして用いる．池田
らが提案した群論的分岐理論による理論1)の数値解析に
よる検証を行うとともに，種々の正六角形パターンを
表す分岐モードがどのような格子サイズ nについて発
現するのかを調べた．ここでは，n = 10と n = 15につ
いての結果をまとめる．この結果，理論の正当性を確
認した．また，同じ大きさのユニットセルを持つ分岐
解の曲線が n = 10と n = 15で酷似していることを発
見した．
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図–1 クリスタラー・レッシュの中心地理論

2. 都市の人口集積の均衡モデルの定式化

都市の分散・集積の経済メカニズムを表わす Forslid
＆Ottavianoモデルと，ランダム効用理論に基づいた確
率的都市選択モデルを組み合わせたモデルを用いる．

2.1 一般均衡モデルの枠組み

• 経済は，独占的競争が行われる工業部門と完全競
争的な農業部門の 2つの部門からなる．
• 工業品の輸送には，輸送費がかかり，農業品の輸
送には輸送費はかからない．
• 経済全体では，工業部門で働く High skilled worker
と，工業部門または農業部門で働く Low skilled
workerが存在する．
• High skilled workerは自分自身の効用を最大化す
るように確率的に都市間を移動することができる
が，Low skilled workerは移動不可能で，すべての
都市に均等に分布する．

さらに，消費者の効用最大化行動，生産者の利潤最
大化行動，氷解輸送などの原理を用いる．

2.2 モデルの定式化

Forslid＆Ottavianoモデルと確率的 (Stochastic)都市
選択モデルを組み合わせたモデルの支配方程式は以下
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のように定式化される．(Fujita等4))

Fr (λ , τ) =
exp(ωrθ)∑n

s=1 exp(ωsθ)
− λr = 0 (r = 1,2, · · · ,n)(1)

Gr = [
n∑

s=1

λs(T
M
rs )1−σ]

1
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TM
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であり，各変数の意味は下記のとおりである．
ωr : 都市 r の High skilled workerの実質賃金．
λr ∈ [0,1] : 経済全体で都市 r の High skilled worker

の占有率．
Yr : 都市 r の所得．
wM

r : 都市 r における High skilled workerの賃金．
µ ∈ (0,1] : 工業品への支出割合．
Gr : 都市 r の工業品価格指数．
σ ∈ [1,+∞] : 任意の差別化された２財間の代替弾力性．
θ : 実質賃金に対する知覚誤差の分散を表すパラメータ．
TM

rs : 都市 r から都市 sに工業品を運送する際の輸送費．
drs : 都市 r と都市 sの最短距離．
τ : 輸送費パラメータ．

2.3 複数の都市と輸送費用
氷塊輸送 (1単位のうち 1/TM

rs だけ到着工業品 1単位
当たり必要な発送数量)の形をとる輸送の技術は，都市
r で生産された工業品が当地において価格 pM

r で販売さ
れるなら，この財の消費地点 sにおける送達価格 pM

rsは
以下のように与えられる．

pM
rs = pM

r TM
rs (5)

工業品の価格指数は一般に各都市で異なる値をとるこ
とから，都市 sのそれを Gsと表す．氷塊輸送に加え，
すべての種類の工業品が同一の工場渡し価格をもつと
いう仮定は以下のようになる．

Gr = [
n∑

s=1

ns(p
M
s TM

sr )
1−σ]1/(1−σ) s= 1, · · · n (6)

都市 r で生産された財に対する都市 sにおける消費需
要は

µYs(p
M
rsTM

rs )−σG(σ−1)
s (7)

都市 r で生産される工業品 r の総販売量 qM
r は，販売

されていく都市に関して合計することで以下のように
なる．

qM
r = µ

n∑
s=1

Ys(p
M
r TM

rs )−σGσ−1
s TM

rs (8)

この式は，販売量が各都市の所得，各都市の価格指数，
輸送費用および工業渡し価格に依存することを意味し
ている．各消費地における同一種類の財の送達価格は
工場渡し価格に比例しており，しかも財に対する各消
費者の需要は一定の価格弾性力 σを持つため，消費者
の分布に関係なく，各財に対する総需要の工場渡し価
格に対する弾性力も σとなる．

2.4 都市形状モデル
都市の地理的分布として，平行四辺形を構成する図

–2(a)に示すような正 3角形の格子状の n× n個の都市
を考える．ちなみに図–2(a)は n = 3都市のケースであ
る．都市を丸で示し，都市間を道で結ぶものとする．周
期境界を設定することにより，2次元無限平面を近似
する．
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図–2 解析用多都市モデルと軸設定

3. 群論的分岐理論を用いた分岐経路の予測

3.1 対称性を表す群
群論的分岐理論により，系の対称性を記述する群に

基づいて分岐解の対称性を決定する事が出来る5)．2次
元 n× n都市群の対称性は群G = ⟨r, s, p1, p2⟩により記
述される．ここで rは原点に対する反時計回りの π/3回
転操作，sは鏡映操作 (y 7→ −y)，p1は図–2(b)の ℓ1軸
(x軸)に沿った並進操作，p2は図–2(b)の ℓ2軸に沿っ
た並進操作を表す．

3.2 2次元空間の周期性の表現
図–3の t1と t2は最大人口都市の空間周期ベクトル

を表している．

t1 = αℓ1 + βℓ2, t2 = −βℓ1 + (α − β)ℓ2
とすると，空間周期 (最大都市間の距離)は√

kl =

√
α2 − αβ + β2

である．kl = 1は一様分布を表す．また，kl = 3は図–3
より，(α, β) = (2,1)に対応する．

図–3 kl = 3システム

3.3 格子サイズ nと発現する六角形の関係
High skilled workeerの人口が，一様分布である状況

から発現可能な正六角形パターンの種類は，格子サイ
ズ nがどのような約数を持つかにより支配されており，
以下のような関係がある．
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(i) nが約数 γ (2 ≤ γ ≤ n)を持つ時には、(α, β) =
(γ, 0)の正六角形が存在する。

(ii) nが約数 3を持つ時には、(α, β) = (2β, β) (1 ≤
β ≤ n/3)の正六角形が存在する。

(iii) nが k/gcd(α, β) (β ≥ 1, α > 2β)を約数に持つ
時には、(i),(ii) 以外の (α, β)に対応する傾いた正六角形
が存在する。
この理論予測に従い，すべての正六角形パターンに
対し予測された多重度の分岐点から発現するかどうか
について調べる．

3.4 格子サイズ nの約数と正六角形パターンとの関係
群論的分岐理論6)により，正六角形パターンが発現す
る分岐点の多重度が予測可能である．例えば，(α, β) =
(2,0)に対応する，サイズ k = 4の正六角形分布，すな
わち k = 4システムは，nが 2の倍数の時，3重分岐
点から分岐することが分かっている．表–1は，格子サ
イズ n = 10,15について理論予測をまとめた表であり，
表中の Mは，分岐点の多重度を示している．2と 5と
いう 2つの素因数を持つ n = 10は，3種類の正六角形
状パターンを持つ．それに対し，3と 5を素因数とし
て持つ n = 15は，正六角形状パターンが 5種類存在す
る．このように，nの素因数の構成が正六角形パター
ンの多様性を支配している．

表–1 直接分岐により発現する，正六角形状パターン

n = 10 n = 15
(α,β) k M
(2, 0) 4 3
(5, 0) 25 6
(10, 0) 100 6,12

(α,β) k M
(2, 1) 3 2
(3, 0) 9 6
(5, 0) 25 6
(10, 5) 75 6,12
(15, 0) 225 6,12

4. 解析結果

本研究で行った一様分布からの分岐解析のうち，こ
こでは n = 10,15の結果をまとめる．計算分岐理論7),8)

により求めた輸送費-人口分布曲線を，図–4–5に示す．
これらの図の縦軸は，最大人口都市 r の人口比率 λr，
横軸は輸送費 τである．実線は安定な経路を，破線は
不安定な経路を，経路上の分岐点は多重度 M の値ご
とに異なる記号で示している．各種パラメータとして，
µ = 0.4, σ = 5.0, θ = 1000を用いた．

4.1 理論と解析結果の比較
正六角形パターンが発現した分岐点の多重度につい
て，表–1の理論予測と，図–4–5の解析結果を比較す
る．新経済地理学の慣例にしたがい，輸送費が高い方
から低い方へ，すなわち，図の右側から左側に向かっ
て現象を調べていくこととする．そして，ある経路か
ら正六角形状パターンを表す経路が枝分かれする始点
と，その後，ある経路に戻る終点の分岐点の多重度に
注目する．図–4では，k = 4システムは，経路の両端
共に理論で予測された自明解上の 3重分岐点から発現

した．k = 25システムも同様に 6重分岐点から発現し
た．k = 100では，経路の始点はループを形成する複雑
な経路を経由するため追うことができなかったが，終
点が自明解上の 6重分岐点より発現している．以上の k
システムは，予測した多重分岐点においての自明解か
ら直接分岐した経路である．また，格子サイズ n = 15
に対応する図–5でも，k = 3, 9,25,225システムについ
て，予測した多重分岐点において一様分布の経路より
直接分岐することを確認した．しかし，k = 75システ
ムの経路は格子サイズ n = 15では，自明解より発現せ
ず，理論予測の確認はできなかった．今後，多段階の
分岐理論の構築が待たれる．また n = 10,15それぞれ
において，今まで発見された k = 25システムよりも半
径の大きい中心地システムを確認できた．
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図–4 一様分布からの都市の集積:n = 10
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図–5 一様分布からの都市の集積:n = 15

4.2 ユニットセルによる考察
ここで，どちらの都市数でも共通に表れた k = 25シ

ステムに注目する．図–6–7を見て分かる通り，2つの
集積過程の構造は極めて類似している．特に太線のよ
うに区切ると，どちらも都市領域の周期境界とは別に，
共通の構造を 2次元周期的に繰り返していることが分
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かる．この共通の構造をユニットセルと呼ぶ．ユニット
セルとは，繰り返し配置することにより，平面を覆い尽
くせる最小単位であり，中心地理論において人口が最
大の都市が支配している市場域に対応している．n = 10
と n = 15の集積の違いはその領域に含まれるユニット
セルの個数の違いに帰着され，その比は平面領域の面
積比 102 : 152 = 4 : 9となっている．考えている平面
格子は周期境界を持ち，無限に繰り返されることから，
両者は同一の集積・分散挙動を表すもの考えられる．そ
こで，n = 10,15それぞれの，k = 25システムに関す
る解曲線を取り出してみる．図–8–9の２つの解曲線も
とても複雑であるが非常に酷似していることが分かる．
このことから，両者は同様の集積・分散挙動を示して
いることが伺える．
現状では，n = 10, 15のユニットセル内の総人口は一
致していない．このため，両者の解曲線は定性的には
同一に見えるが，定量的には異なるものとなっている．
今後の課題としては，ユニットセル内の人口が両者で
同一となるような正規化を行い，両者の解曲線の一致
を確認することが挙げられる．

図–6 n = 10の k = 25システム構築過程

図–7 n = 15の k = 25システム構築過程
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図–8 正六角形パターン (k = 25)の解曲線拡大図:n = 10
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図–9 正六角形パターン (k = 25)の解曲線拡大図:n = 15

5. おわりに

解析を行う上で，池田らの考案した理論1)の正当性を
確認することができた，また，中心地システムと都市
数の関係を記述する際に，中心地システムの発現に深
く関わるユニットセルの概念を導入した．この概念に
より，人口分布のパターン形成のメカニズムを見通し
よく理解することができたことは，本研究の大きな成
果である．
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