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1. はじめに

口蹄疫 (foot-and-mouth disease)は突発的な家畜の感染

リスクであり，世界各国において農家に甚大な被害を及ぼ

している．たとえば，1997年台湾において，主に養豚が

口蹄疫に感染し，約 380万頭の豚が殺処分され，約 70億

USドルの被害をもたらした．また，2001年英国において

発生した口蹄疫被害では羊，牛をはじめとする家畜が英国

だけで約 650万頭処分されており，その被害額は 80億ポ

ンドに上っている．わが国においても，2010年宮崎県を中

心に，約 30万頭の牛豚が殺処分されるに至っている．こ

うした背景から，政府は口蹄疫の被害を抑止・軽減させる

ための適切なリスクマネジメント政策を構築することが求

められている．本研究では，口蹄疫に対する適切なリスク

マネジメント政策の構築のため，口蹄疫の伝播メカニズム

についてマルコフ決定過程を用いてモデル化を行い，その

数値解法を示すことを目的とする．

2.モデルの基本的構成

口蹄疫の発生・伝染とその終息に至るまでの過程を離散

的時間過程として把握する．カレンダー時間上の時刻 s0

に，口蹄疫の感染が疑われる事例が発生する．口蹄疫の発

病を確認するための疫学的検査が実施される．カレンダー

時刻 s0 を始点とする離散時間軸 t = 0, 1, · · · を考える．離
散時間軸上の時刻を時点と呼びカレンダー時刻と区別す

る．時点 t = 1に口蹄疫の発生が確認される．それと同時

に，時点 t = 1までに初動体制が整い，当該時点において

最初の予防的殺処分が実施される．基本モデルでは殺処分

能力に制限がないと考える．時点 tの期首に口蹄疫の発生

が確認された場合，口蹄疫が発生した農場だけでなく，感

染地域の拡大を阻止するために，近接した農場においても
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予防的に家畜の殺処分が実施される．基本モデルでは時点

t + 1までに，予定されたすべての殺処分が完了する．口

蹄疫の発生が確認された農場の空間的位置より，対象地域

の各農場における口蹄疫伝染確率を求めることができる．

口蹄疫感染確率に基づいて，予防的殺処分の対象となる農

場が選択される．この時，殺処分の対象となる臨界的な感

染確率水準を変化させることにより，殺処分の対象となる

農場の範囲が異なる．臨界的な確率水準を大きくすれば殺

処分の対象となる家畜数は減少するが，口蹄疫の再感染の

確率は増加する．逆に，臨界的な確率を小さくすれば，予

防的殺処分の対象となる家畜数が増加する．したがって，

予防的殺処分戦略を検討する場合，口蹄疫の再発生リスク

を考慮しながら，可能な限り殺処分の対象となる期待家畜

数を抑制することが望ましい．以上のような問題意識の下

に，3. において，期待損失費用を最小にするような予防殺

処分戦略を求める最適空間伝染抑止モデルを定式化する．

次に，4.では，殺処分能力に制約が存在する場合を考慮し

たとした拡張モデルを定式化する．殺処分能力に限界があ

る場合，感染の可能性がある農場の家畜に対してワクチン

を投与することで，一時的に口蹄疫の発生リスクを抑制す

ることも有効な政策の一つと考えられる．最後に，5.では

本モデルの数値解法について言及すると共に，6.にて今後

の課題について述べる．

3.基本モデル:

(1)モデル化の前提条件:

ある閉鎖的地域における口蹄疫の空間的伝染過程をマル

コフ連鎖モデルを用いて表現し，期待損失を最小にするよ

うな予防的殺処分戦略を求めるための最適空間的伝染抑制

モデルを定式化する．カレンダー時刻 s0 において，単一

もしくは複数農場に最初の口蹄疫が発生した場合を想定す

る．初期時点において，対象とする地域に N 箇所の未感

染農場が立地し，それぞれmi (i = 1, · · · , N)頭の家畜を

飼育している．カレンダー時刻 s0 を初期時点とする離散

的時間軸 t (t = 0, · · · , T )を対象する．T は口蹄疫リスク

が終息する時点である．本来，終息時点は口蹄疫伝染過程

と対応して内生的に決定されるが，ここでは終端時点 T が

十分大きい整数で表される．

いま，時点 tにおいて，未感染状態であった農場に，時



点 t + 1に口蹄疫が伝染する確率 ρi(t + 1)を

ρi(t + 1) = 1 − exp

−ζmi

∑
j∈J(t)

ηK(dij)

 (1)

と表現する．ただし，J(t)は時点 tにおいて口蹄疫が確認

された農場の集合を表す．また，ζ は家畜の感染の感受性

(susceptibility)，ηは感染農場から未感染農場への感染性

を表すパラメータであり，mi は農家 iの飼育頭数を表す．

農場 iから jへの感染カーネル (infection kernel)K(dij)は，

農家 iと j の距離 dij の関数として表す．なお，
dK
ddij

< 0

の性質を満たす．また，時点 tに未感染状態にあった農場

iが，時点 t + 1においても未感染状態のままとどまる確

率を qi(t + 1)とすると

qi(t + 1) = 1 − ρi(t + 1) (2)

が成立する．式 (1)に示すように，ある農場が時点 t + 1

に口蹄疫に感染するかどうかは，時点 tの地域全体におけ

る口蹄疫感染状態に依存する．本研究では，対象とする地

域における口蹄疫伝染過程を，式 (1)を用いたマルコフ過

程として記述することとする．

(2)空間的口蹄疫伝染過程

時点 t = 1, · · · , T における農場 i(i = 1, · · · , N)の口蹄

疫感染状態 (以下，ミクロ状態変数と呼ぶ) si(t)を

si(t) =


1 家畜がすべて未感染な状態

2 感染が確認された状態

3 家畜がすべて殺処分された状態

(3)

と表す．ここで，時点 t における地域全体におけ

る口蹄疫伝染状態を表す状態変数 (以下，システム

状態変数と呼ぶ) を，各農家の状態変数 si(t) の組

S(t) = (s1(t), · · · , sN (t)) を用いて定義する．農家

i に対して状態変数 si(t) は si(t) = 1, 2, 3 という 3

種類の状態をとりえる．システム状態変数 S(t) =

Sk (k = 1, · · · ,K)は，K = 3N 組の状態ベクトル Sk =

(1, 1, · · · , 1), (2, 1, · · · , 1), (1, 2, 1, · · · , 1), · · · , (3, 3, · · · , 3)

を用いて表現できる．K 個のシステム状態の集合を S
と表記する．また，終息時点において，すべての

i に対して si(T ) = 1 または si(T ) = 3 が成立す

る．そのため，終息状態は 2N 個の状態ベクトル Sk =

(1, 1, · · · , 1), (3, 1, · · · , 1), (1, 3, 1, · · · , 1), · · · , (3, 3, · · · , 3)

で表される．

時点 t においてシステム状態 S(t) = (s1(t) =

h1, · · · , sN (t) = hN ) (= Sh) から，時点 t + 1 にシステ

ム状態 S(t + 1) = (g1, · · · , gN ) (= Sg) に推移したと考

える．ミクロ状態変数 si(t)に関して「未感染」→「感染
」→「殺処分」と推移するため，時点 tと時点 t + 1のシス

テム状態の間に

hi ≤ gi (i = 1, · · · , N) (4)

という論理的関係が成立する．従って，システム状態

Sh (h = 1, · · · ,K) から到達可能なシステム状態 Sg =

(g1, · · · , gN )の集合 (reachability set) R(Sh)を

R(Sh) = {Sg|gi ≥ hi, Sg = (g1, · · · , gN ) ∈ S} (5)

と定義できる．到達可能性関係 (5)を用いて，システム状態

間に半順序関係Rを定義できる．システム状態 S(t) = Sh

から状態 S(t + 1) = Sg への推移確率 Πhg を

Πhg = Prob{S(t + 1) = Sg|S(t) = Sh}

=
N∏

i=1

πhigi(Sh) (6)

と定義する．ここに，πhigi(Sh) = Prob{si(t + 1) =

gi|si(t) = hi, S(t) = Sh} は，時点 t において地域全体

のシステム状態が S(t) = Sh の場合に，農場 i のミク

ロ状態 si(t) = hi (hi = 1, 2, 3) が時点 t + 1 に状態

si(t + 1) = gi (gi ≥ hi) に推移する確率である．ミク

ロ状態の推移状態に関して，1) si(t) = 1の時，式 (4)よ

り，確率 qi(Sh)でミクロ状態 si(t+1) = 1に，確率 ρi(Sh)

で si(t + 1) = 2に推移する，2) si(t) = 2の時，殺処分が

実施され si(t + 1) = 3に推移する，3) si(t) = 3は吸収状

態であり，si(t) = 3の時には si(t+1) = 3が成立する．た

だし，式 (1),(2)より，

ρi(Sh) = 1 − exp

−ζmi

∑
j∈J(Sh)

ηK(dij)

 (7)

qi(Sh) = 1 − ρi(Sh) (8)

が成立する．なお，J(Sh) = {j|hj = 2, j = 1, · · · , N}で
ある．したがって，推移確率 πhigi(Sh)は

πhigi(Sh) =



qi(Sh) hi = 1, gi = 1の時
ρi(Sh) hi = 1, gi = 2の時
1 hi = 2, gi = 3の時
1 hi = 3, gi = 3の時
0 それ以外の時

(9)

と表される．

いま，システム状態の推移確率行列をΠ = {Πhg : h, g =

1, · · · ,K}と表す．さらに，システム状態変数 S(t) = Sk

の生起確率を Pk(t) (k = 1, · · · ,K)と表し，システム状態

の生起確率ベクトル P (t) = {P1(t), · · · , PK(t)}′と表記す
る．記号 ′ は転置を表す．この時，地域全体における口蹄
疫の空間的伝染過程をマルコフ過程

P (t + 1) = ΠP (t) (10)

と表すことができる．なお，初期時点 t = 0 におい

ては，口蹄疫発生農場が与件として与えられる．時点

t = 1 におけるシステム状態の生起確率ベクトルを



P (0) = (P1(1) · · · , PK(1))′ と表す．システム状態 Sk =

(k1, · · · , kN )の生起確率 Pk(1)は

Pk(1) =
N∏
i

ρ̃
δk

i
i (1 − ρ̃i)(1−δk

i ) (11)

と表される．ただし，ρ̃iは時点 t = 1において農場 i (i =

1, · · · , N)に口蹄疫が感染する確率であり，

ρ̃i = 1 − exp

−ζmi

∑
l∈J(0)

ηK(dil)

 (12)

と表すことができる．また，J(0)は初期時点 t = 0で口

蹄疫が観測された農場の集合を表す．また，ダミー変数 δk
i

はシステム状態 Sk に対して

δk
i =

{
0 ki = 1の時
1 ki = 2の時

(13)

と定義される．初期状態におけるシステム状態 Sk =

(k1, · · · , kN ) の生起確率のみが Pk(0) = 1 となり，それ

以外のシステム状態の初期生起確率は 0となる．

(3)口蹄疫伝染リスクの抑止戦略:

2. (2)で議論したように，口蹄疫の伝染リスクを抑止す

る政策として，予防的殺処分，ワクチン接種，移動禁止措

置等が想定されるが，ここでは予防的殺処分戦略を考える．

予防的殺処分戦略は，未感染農家が飼育している家畜をす

べて殺処分の対象とするような戦略を意味する．システム

状態 Sh が生起した場合，農場 i ∈ Ω(Sh)において予防的

殺処分を実施するか否かを表すダミー変数

δh
i =

{
0 殺処分を実施しない

1 殺処分を実施する
(14)

を導入する．Ω(Sh)はシステム状態 Sh = (h1, · · · , hN )に

おいて，未感染状態にある農場の集合であり，Ω(Sh) =

{i|hi = 1, i = 1, · · · , N} と定義できる．システム状態
Shを与件とする条件付き予防的殺処分戦略 ξh ∈ Ξh (h =

1, · · · ,K)をダミー変数ベクトル ξh = (δh
1 , · · · , δh

N ) (= δh)

を用いて定義する．ただし，Ξhは，システム状態 Shの場

合に適用可能な条件付き予防的殺処分戦略集合である．条

件付き予防的殺処分戦略 ξh ∈ Ξhを適用した場合，ミクロ

状態 hi, gi 間の推移確率 πξh

higi
(Sh)は

πξh

higi
(Sh) =



qi(Sh) δh
i = 0, hi = 1, gi = 1の時

ρi(Sh) δh
i = 0, hi = 1, gi = 2の時

1 δh
i = 1, hi = 1, gi = 3の時

1 hi = 2, gi = 3の時
1 hi = 3, gi = 3の時
0 それ以外の時

(15)

と表される．さらに，推移確率 (15)を用いて，条件付き予防

的殺処分戦略 ξh ∈ Ξh下におけるシステム状態 S(t) = Sh

から状態 S(t + 1) = Sg への推移確率 Πξh

hg を

Πξh

hg =
N∏

i=1

πξh

higi
(Sh) (16)

と定義する．ここで，条件付き予防的殺処分戦略 ξh ∈ Ξh

が，システム状態 Sh (h = 1, · · · , K)のそれぞれに対して

定義されることに着目すれば，予防的殺処分戦略 ξ ∈ Ξを

条件付き予防的殺処分戦略ベクトル ξ = (ξ1, · · · , ξK)を用

いて定義することができる．Ξは予防的殺処分戦略集合であ

る．さらに，Πξh

hgを (h, g)要素とする推移確率行列をΠξ =

{Πξh

hg : h, g = 1, · · · ,K}と表す．さらに，予防的殺処分戦略
ξ ∈ Ξを適用した場合に実現するシステム状態変数 S(t) =

Sk の生起確率を P ξ
k (t) (k = 1, · · · ,K) と表し，システム

状態の生起確率ベクトル P ξ(t) = (P ξ
1 (t), · · · , P ξ

K(t))′ と

表記する．この時，予防的殺処分戦略 ξ ∈ Ξの下で実現

する地域全体における口蹄疫の空間的伝染過程をマルコフ

過程

P ξ(t + 1) = ΠξP ξ(t) (17)

と表すことができる．ただし，初期時点におけるシステム

状態の生起確率ベクトルは P (0)となる．

(4)最適伝染抑止モデルの定式化:

条件付き予防的殺処分戦略 ξh ∈ Ξhは，当該の戦略が適

用される時点に関わらず，システム状態 Sh に依存して定

義される．したがって，システム状態 Shが生起したこと

を与件として，それ以降，最適戦略を行使することにより

実現する期待費用の最小値を V (Sh)と表す．期待費用の

当該期割引現在価値は，システム状態 Shが生起する時点

に依存しない．そこで，期待費用の当該期割引現在価値の

最小値 (最適値関数) を，状態変数に関して再帰的に定義

することを考える．

いま，1頭あたりの殺処分に必要な費用を cで表す．殺

処分により家畜がと殺されることにより家畜の資産価値が

1頭当たり v の損失が発生する．政府は地域全体において

発生する期待費用を最小化するように予防的殺処分戦略を

決定する．いま，システム状態 S(t) = Shの下で達成可能

な期待損失費用の最小値を V (Sh) とすれば，最適値関数

V (Sh)は再帰的に

V (Sh) = min
ξh

{
N∑

i=1

(
δh
i + γh

i

)
(c + v)mi

+
1

1 + r

∑
g∈R(Sh)

Πξh

hgV (Sg)

 (18)

と定式化できる．ただし，γh
i はダミー変数であり，マク

ロ状態 Sh = (h1, · · · , hN )に対して，

γi(Sh) =

{
1 hi = 2の時
0 それ以外の時

(19)



と定義される．rは割引率である．再帰方程式 (18)はシス

テム状態 Sh ∈ S に対して再帰的に定義されている．任意
のシステム状態 Sh, Sg ∈ S 間に半順序関係 (5)が成立し

ている．

4. 拡張モデル:

(1)モデルの前提条件

拡張モデルでは，単位期間における殺処分能力に制約が

あるような状況を想定する．この場合，期間内に殺処分が

完了しないため，感染リスクの大きい家畜に対する 1) ワ

クチンの接種政策，2) 殺処分の優先順位を同時に決定す

ることが必要となる．殺処分能力に制約がある場合，基本

モデルで取り上げた 3つのミクロ状態「家畜がすべて未感

染である状態」，「感染が確認された状態」，「家畜がすべて

殺処分された状態」以外に，「未感染であるがワクチンを接

種した状態」というミクロ状態を取り上げることが必要と

なる．なお，ワクチンの投与能力には制約がないと仮定す

る．さらに，口蹄疫が発症した農場では，すべての家畜が

直ちに殺処分され，処分能力の制約を受けない．

基本モデルと同様に，時点 tにおいて，未感染状態であっ

た農場に，時点 t + 1に口蹄疫が伝染する確率 ρi(t + 1)は

式 (1) で表すことができる．また，時点 tに未感染状態に

あった農場 iが，時点 t + 1においても未感染状態のまま

とどまる確率を qi(t+1)とすると qi(t+1) = 1− ρi(t+1)

が成立する．ワクチンを投与することにより，家畜の感染

感受性が ζ から ζ に低下すると考える．時点 tにおいて農

場 iの家畜すべてにワクチンが投与された場合，口蹄疫感

染確率は

ρ̂i(t + 1) = 1 − exp

−ζmi

∑
j∈J(t)

ηK(dij)

(20)

と表される．また，ワクチン接種された農場に対して

q̂i(t + 1) = 1 − ρ̂i(t + 1) (21)

が成立する．

(2)空間的口蹄疫伝染過程:

時点 t = 1, · · · , T における農場 i(i = 1, · · · , N)のミク

ロ状態変数 ŝi(t)を

ŝi(t) =


1 未感染でワクチンも未接種の状態

2 未感染でワクチン接種された状態

3 感染が確認された状態

4 家畜がすべて殺処分された状態

(22)

と表す．さらに，システム状態を各農場の状態変数 ŝi(t)の

組 Ŝ(t) = (ŝ1(t), · · · , ŝN (t))を用いて定義する．農場 iに対

して状態変数 ŝi(t)は ŝi(t) = 1, 2, 3, 4という 4種類の状態

をとりえる．システム状態変数 Ŝ(t) = Ŝk (k = 1, · · · , K̂)

は，K̂ = 4N 組の状態ベクトル K̂ 個のシステム状態の集

合を Ŝ と表記する．また，終息時点において，全ての iに

対して ŝi(T ) = 1またはŝi(T ) = 4 が成立する．ミクロ状

態変数 ŝi(t)に関して「未感染」→「ワクチン接種」→「感
染」→「殺処分」と推移するため，時点 tと t + 1のシステ

ム状態 Ŝh = (ĥ1, · · · , ĥN )と Ŝg = (ĝ1, · · · , ĝN )の間に

ĥi ≤ ĝi (i = 1, · · · , N) (23)

という論理的関係が成立する．

(3)口蹄疫伝染リスクの抑止戦略:

基本モデルと同様に，システム状態 Ŝhが生起した場合，

農場 i ∈ Ω(Ŝh)において予防的殺処分を実施するか否かを

表すダミー変数

δ̂h
i =

{
0 殺処分を実施しない

1 殺処分を実施する
(24)

を導入する．ただし，拡張モデルでは殺処分能力に制約が

存在するため，ダミー変数 δ̂h
i は

N∑
i=1

δ̂h
i mi ≤ L (25)

を満足しなければならない．ただし，Lは殺処分能力の上

限値を表す．さらに，システム状態 Ŝhが生起した場合，農

場 i ∈ Ω(Ŝh)においてワクチン投与を実施するか否かを表

すダミー変数

ι̂hi =

{
0 ワクチンを投与しない

1 ワクチンを投与する
(26)

を導入する．ただし，殺処分とワクチン投与の双方が実施

されることがなく

δ̂h
i · ι̂hi = 0 (27)

が成立する．この時，システム状態 Ŝh を与件とする条

件付き抑止戦略 ξ̂h ∈ Ξ̂h をダミー変数ベクトル ξ̂h) =

{(δ̂h
1 , ι̂h1 ), · · · , (δ̂h

N , ι̂h)} (= δ̂
h
) により定義する．Ξ̂h は，

システム状態 Ŝhの場合に適用可能な条件付き抑制戦略集

合である．条件付き抑制戦略 ξ̂h ∈ Ξ̂hを適用した場合，ミ

クロ状態 hi, gi 間の推移確率 πξ̂h

higi
(Ŝh)は

πξ̂h

higi
(Ŝh)

=



qi(Ŝh) δ̂h
i = 0, ι̂hi = 0, hi = 1, gi = 1の時

ρi(Ŝh) δ̂h
i = 0, ι̂hi = 0, hi = 1, gi = 3の時

q̂i(Ŝh) δ̂h
i = 0, ι̂hi = 1, hi = 1, gi = 2の時

ρ̂i(Ŝh) δ̂h
i = 0, ι̂hi = 1, hi = 1, gi = 3の時

q̂i(Ŝh) δ̂h
i = 0, ι̂hi = 0, hi = 2, gi = 2の時

ρ̂i(Ŝh) δ̂h
i = 0, ι̂hi = 0, hi = 2, gi = 3の時

1 δ̂h
i = 1, ι̂hi = 0, hi = 1, gi = 4の時

1 δ̂h
i = 1, ι̂hi = 0, hi = 2, gi = 4の時

1 hi = 3, gi = 4の時
1 hi = 4, gi = 4の時
0 それ以外の時

(28)



と表される．さらに，推移確率 (28)を用いて，条件付き

抑止戦略 ξ̂h ∈ Ξ̂h下におけるシステム状態 Ŝ(t) = Ŝhから

状態 Ŝ(t + 1) = Ŝg への推移確率 Π̂ξ̂h

hg を

Π̂ξ̂h

hg =
N∏

i=1

π̂ξ̂h

higi
(Ŝh) (29)

と表す．さらに，抑止戦略 ξ̂ ∈ Ξ̂を ξ̂ = (ξ̂1, · · · , ξ̂K)を用

いて定義することができる．Ξ̂は抑止戦略集合である．Π̂ξ̂h

hg

を (h, g)要素とする推移確率行列を Π̂
ξ̂

= {Π̂ξ̂h

hg : h, g =

1, · · · ,K}と表す．さらに，抑止戦略 ξ̂ ∈ Ξ̂を適用した場

合に実現するシステム状態変数 Ŝ(t) = Ŝk の生起確率を

P̂ ξ̂
k (t) (k = 1, · · · , K̂)と表し，システム状態の生起確率ベ

クトル P̂
ξ̂
(t) = (P̂ ξ̂

1 (t), · · · , P̂ ξ̂
K(t))′ と表記する．この時，

抑止戦略 ξ̂ ∈ Ξ̂の下で実現する地域全体における口蹄疫の

空間的伝染過程をマルコフ過程

P̂
ξ̂
(t + 1) = Π̂

ξ̂
P̂

ξ̂
(t) (30)

と表すことができる．ただし，初期時点におけるシステム

状態の生起確率ベクトルは P̂ (0)となる．

(2)拡張モデルの定式化:

基本モデルと同様に，条件付き抑制戦略 ξ̂h ∈ Ξ̂hも，シ

ステム状態 Ŝhに依存して定義される状況依存的戦略となっ

ている．したがって，システム状態 Ŝhのそれぞれに対し

て最適値関数 V̂ (Ŝh)を定義することができる．システム状

態に半順序関係 (23)を定義できるため，最適値関数 V (Sh)

を再帰的に

V̂ (Ŝh) = min
ξ̂h∈Ξ(Ŝh)

[
N∑

i=1

{ (
δ̂h
i + γ̂h

i

)
(c + v)mi

+ ι̂hi wmi

}
+

1
1 + r

∑
g∈R(Ŝh)

Π̂ξ̂h

hgV̂ (Ŝg)

 (31)

と定式化できる．ただし，w はワクチン投与費用である．

γ̂h
i はダミー変数であり，システム状態 Ŝh = (ĥ1, · · · , ĥN )

に対して，

γ̂i(Ŝh) =

{
1 ĥi = 3の時
0 それ以外の時

(32)

と定義される．また，R(Ŝh) はシステム状態 Ŝh =

(ĥ1, · · · , ĥN ) から到達可能なシステム状態 Ŝg =

(ĝ1, · · · , ĝN ) の集合であり R(Ŝh) = {Ŝg|ĝi ≥ ĥi, Ŝg =

(ĝ1, · · · , ĝN ) ∈ Ŝ}と定義できる．再帰方程式 (31)はシス

テム状態 Sh ∈ S に対して再帰的に定義されている．

5. モデルの解法:

(1)基本方針:

最適伝染抑止モデル (18)は，システム状態に対して再帰

的に定義されるマルコフ決定モデルとなっている．再帰的

関係は，システム状態間に成立する半順序関係に基づいて

定義されるという特徴がある．このような半順序関係を用

いて，後ろ向き最適化法を用いて逐次最適値関数を求める

ことができる．しかし，システム変数 Sh の個数は 3N と

なり，対象地域における農場数が多くなれば，システム変

数の数が膨大になるという問題がある．また，システム状

態間の半順序関係に基づいて，システム状態のツリーネッ

トワークを構成することは容易ではない．本研究では，最

適伝染モデルの実用化を図るために，空間伝染過程の空間

的分解を試みる．

(2)空間的分解:

まず，基本モデルに着目する．時点 tにおけるシステム

状態 Shが実現していると考える．時点 tにおけるシステム

状態 hの生起確率をP ξ
h(t) (h = 1, · · · ,K)と表す．この時，

時点 t+1に農場 iのミクロ状態 si(t+1) = si (si = 1, 2, 3)

が生起する確率 psi
i (t + 1)は

psi
ξh

i (t + 1) =
K∑

k=1

∑
g∈ω

si
i

Πξh

hgP
ξh

h (t) (33)

と表される．ただし，集合 ωsi
i は農場 i のミクロ状

態が si (si = 1, 2, 3) となるようなシステム状態

Sg = (sg
1, · · · , sg

i−1, si, s
g
i+1, · · · , sg

N ) の集合であり，ωs
i =

{g|sg
i = si, Sg ∈ S} と定義できる．この時，時点 t + 1

においてシステム状態 Sg = (sg
1, · · · , sg

N )が生起する確率

P ξ
g (t + 1) (g = 1, · · · , K)は，式 (33)を用いて

P ξ
g (t + 1) =

N∏
i=1

p
sg

i
ξh

i (t + 1) (34)

と表せる (付録参照)．したがって，第 1期のシステム状態

生起確率 P ξ
h(0) (h = 1, · · · ,K)が与えられれば，第 2期

以降のシステム状態は式 (33),(34)を反復的に適用するこ

とにより逐次求めることができる．また，予防的殺処分戦

略 ξ ∈ Ξを与件とすれば，初期時点 t = 0で評価した期待

費用 V ξ は

V ξ =
T∑

t=1

3∑
s=1

K∑
h=1

∑
g∈ωs

i

[
1

(1 + r)t
Πξh

hgP
ξh

h (t)

·
N∑

i=1

(δh
i + γh

i )(c + v)mi

]
(35)

と定式化できる．

拡張モデルに関しても，ミクロ状態確率の推移方程式

(33)とシステム状態確率の推計式 (34)を

p̂sξh

i (t + 1) =
K∑

h=1

∑
g∈ω̂s

i

Π̂ξ̂h

hg(Ŝh)P̂ ξ̂h

h (t) (36)

P̂ ξ̂
h(t + 1) =

N∏
i=1

p̂
sh

i
i (t + 1) (37)



と書きかえることにより，時点 t = 1, · · · , T におけるシス

テム状態を逐次求めることができる．ただし，集合 ω̂s
i は

農場 iのミクロ状態が hk
i = s (s = 1, 2, 3, 4)となるような

システム状態 Ŝk = (hk
1 , · · · , hk

N ) (k = 1, · · · ,K) の集合

である．抑止戦略 ξ̂ ∈ Ξ̂を与件とすれば，初期時点 t = 0

で評価した期待費用 V ξ̂ は

V ξ̂ =
T∑

t=1

K∑
k=1

4∑
s=1

∑
g∈ωs

i

[
1

(1 + r)t
Π̂ξ̂k

kg(Ŝk)P̂ ξ̂k

k (t)

·
N∑

i=1

{(
δk
i + γk

i

)
(c + v)mi + ι̂hi wmi

} ]
(38)

と定式化できる．

(3)解法の手順:

基本モデルの最適戦略を求める手順を提案する．拡張モ

デルに関しても同様の手順により最適戦略を求めることが

できるため，手順の詳細に関しては省略する．基本モデル

の最適戦略を求める手順は，以下のようにとりまとめるこ

とができる．

ステップ 1　殺処分戦略 ξ ∈ Ξをとりあげる．V min = M

とする．M は十分大きな値である．t = 1に設定する．

ステップ 2　システム状態の第 1期生起確率 P ξ
k (0) (k =

1, · · · ,K)を与える．

ステップ 3　システム状態生起確率 P ξ
k (t) (k = 1, · · · ,K)

と推移確率 Πξk

kg(Sk)を用いて，式 (33)よりミクロ状態の

生起確率 p
sk

i
i (t + 1)を求める．

ステップ 4　式 (34)を用いてシステム状態生起確率P ξ
k (t+

1) (k = 1, · · · ,K)を求める．

ステップ 5　 t = T であれば，ステップ 6へ進む．そうで

ない場合は t = t + 1として，ステップ 3へ戻る．

ステップ 6　殺処分戦略 ξ ∈ Ξの下で期待費用 V ξ を求め

る．V ξ < V minの場合，V ξ = V min としてステップ 7へ

進む．そうでなければ，そのままステップ 7へ進む．ただ

し，t = 1

ステップ 7　すべての殺処分戦略 ξ ∈ Ξの下で期待費用

ECξ を求めた場合，アルゴリズムは終了する．そうでな

い場合，新しい殺処分戦略 ξ′ ∈ Ξを求め，t = 1としてス

テップ 2に戻る．

6. おわりに:

本研究では，口蹄疫を対象に最適空間伝染抑止モデルの

定式化をマルコフ決定過程を用いて行うと共に，その数値

解法について示した．具体的には，感染家畜に対する殺処

分，未感染家畜に対する予防的殺処分，ワクチンの投与の

三つの対策についてマルコフ決定過程を用いてモデル化し

た．ただし，本モデルにおいては，感染家畜の観察可能性

やワクチン接種効果の時間遅れ等が考慮されておらず，こ

れらの問題を考慮したモデルに改良していく必要がある．

また，実データを用いて実際の最適伝播抑止政策を分析し

ていく必要があるが，これらは今後の課題である．

付録： 式 (34)の導出:

数学的帰納法を用いて式 (34)が成立することを証明する．

時点 t = 1 の時は明らかに成立 (証明略)．時点 t のシ

ステム状態 Sk = (s̄k
1 , · · · , s̄k

N ) の生起確率を P ξ
k (t) (k =

1, · · · ,K)とする．式 (17)を展開すれば，時点 t + 1にけ

るシステム状態の生起確率 P ξ
k (t + 1) (k = 1, · · · ,K)は

P ξ
k (t + 1) =

K∑
h=1

Πξh

hkP ξ
h(t) =

K∑
h=1

N∏
i=1

πξh

s̄h
i s̄k

i

(Sh)P ξ
h(t) (39)

と表される．つぎに，s̄h
i , s̄k

i を与件とした推移確率を

Πξh

hg(s̄
h
i , s̄k

i ) = πξh

s̄h
1 sg

1
(Sh) · · ·πξh

s̄h
i s̄k

i

(Sh) · · ·πξh

s̄h
N sg

N

(Sh) と記

述する．また，j 6= iに対して
∑3

sk
j =1 πξh

s̄h
j sk

j

(Sh) = 1であ

ることを考慮すれば∑
g∈ω

s̄k
i

i

Πξh

hg =
∑

g∈ω
s̄k

i
i

Πξh

hg(s̄
h
i , s̄k

i )

=
∑

g∈K(s̄k
i )

πξh

s̄h
i sg

i

(Sh) · · ·πξh

s̄h
i s̄k

i

(Sh) · · ·πξh

s̄h
N sg

N

(Sh)

=

 N∏
j=1, 6=i

3∑
sj=1

πξh

s̄h
j sj

(Sh)

 πξh

s̄h
i ,s̄k

i

(Sh)

= πξh

s̄h
i ,s̄k

i

(Sh) (40)

が成立する．ただし，集合K(s̄k
i )は si = s̄k

i となるような

システム状態 kの集合である．したがって，時点 t + 1 に

おいて政策 ξの下で，システム状態 Sk = (Sk
1 , · · · , Sk

N )が

生起する確率 P ξ
k (t + 1)は，式 (34),(33)より

P ξ
k (t + 1) =

N∏
i=1

p
s̄k

i
i (t + 1)

=
N∏

i=1

K∑
h=1

∑
g∈ω

s̄k
i

i

Πξh

hgP
ξh

h (t)

=
N∏

i=1

K∑
h=1

πξh

s̄h
i ,s̄k

i

(Sh)P ξ
h(t) (41)

となる．式 (41)において積と和の順序を入れ替えること

により式 (34)が成立．
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