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時間帯別交通均衡配分の効率的解法 - 多起点・多終点の場合* 
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吉相俊**・赤松隆***・井上紳一****・和田健太郎** 

By Sangjoon KIL**・Takashi AKAMATSU***・Shinichi INOUE****・Kentaro WADA** 

 

 

１．はじめに 

 

道路網の計画や近年盛んに行われているTDM施策に

おいて，ピーク時の交通状態の予測は不可欠である．し

かしながら，従来の静的配分では渋滞状態を表現するこ

とができない．一方，渋滞状態を表現できる動的配分は，

時々刻々のOD交通量データの入手が困難である．  

これらの問題点に対し，近年，渋滞を明示的に表現で

き，かつ，モデルの入力データが入手可能な時間帯別交

通均衡配分モデルが，菊池・赤松モデル1)，中山モデル2)

により提案された．菊地・赤松モデルは，構築したモデ

ルが一般形の非線形相補性問題（NCP：Nonlinear 

Complementarity Problem）に帰着可能であることを示し

た．NCPについては，これまでに数理計画分野で多くの

標準的なアルゴリズムが提案されているため，効率的な

解法の開発が期待できる．また，DP原理が成立している

ため，問題を時間帯毎に分割し解くことが可能である．

一方，中山モデルは，解の一意性が保証されるという利

点がある．しかし，DP原理が成立しないため，全時間帯

を同時に計算しなければならない． 

そこで，吉ら3)は，菊地・赤松モデルを対象とした，効

率的解法を開発した．ただし，この研究では，単一の起

点または終点を持つsingle-commodityフローのみを対象

としており，多起点・多終点を持つ multi-commodityフロ

ーについては開発されていない．しかし，現実のネット

ワークへの適用を考えると，multi-commodityフローの解

法の開発は必須である． 

以上より，本研究の目的は，吉ら3)の研究を一般化し，

multi-commodityフローの場合の時間帯別交通均衡配分問

題の効率的解法を開発することである．提示する解法は，

1）厳密解への収束の保証ができ，2）大規模ネットワー

クに適用できるという特徴を持つ．具体的には，1）につ 
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いては，NCPに対し，適切な条件の下で収束が保証でき

る従来の枠組，Smoothing Newton Methodを利用する．2）

については，解くべき連立方程式が，a）疎行列であるこ

と，b）その係数行列の構造を活かし，問題を未知変数ご

とに分解することで，記憶容量・計算量を減らす． 

本論文は4つの章から構成されている．第2章では，本

研究が対象とする時間帯別交通均衡配分について概説す

る．第3章では，まず，NCPに対し収束が保証できる従来

の枠組について説明する．次に，一般的な枠組を本モデ

ルへ適用し，計算を効率的にするための工夫を示す．最

後に第4章で本論文をまとめる． 

 

２．時間帯別交通均衡配分モデルの定式化 

 

本研究で対象とするモデルは，基本的に菊地・赤松1) 

に示されたものと同一である（詳細は菊地・赤松1)を参

照）．唯一違う点は，本研究では，利用者の経路選択均

衡条件が確率的な場合を新たに追加したことである．こ

れは，菊地・赤松モデルでは，経路選択均衡条件が確定

的な場合，multi-commodityフローに対して解の一意性が

保証できないためである．以下では菊地・赤松1) に沿っ

てモデルの定式化を簡潔に示す． 

（１）モデルの状況設定 

道路網はノード集合N とそれらを結ぶ有向リンク集

合L からなるネットワークによって表現されるものと

する．各ノードは整数の連番によって区別され，各リン

クは，ノードi からノード j へ向かっている場合 ),( ji と

表される．また，各リンクは，リンク上流の非渋滞領域

を表す“走行リンク”，下流端での待ち行列によって生

じる渋滞領域を表す“待ち行列リンク”の二つのサブリ

ンクで構成されると考える． 

本モデルでは，時間の流れをある一定の長さT を持つ

時間帯ごとに分割し，離散的に考える．ただし，1時間帯

の長さはいずれのリンクのリンク旅行時間よりも長いも

のと仮定する．このとき，状態変化は時間帯間のみで起

こり，時間帯内では定常状態にあるとみなす．これによ

り，ある時間帯で捌け残った待ち行列は次の時間帯へ繰

越され，次の時間帯での交通状態へ影響を及ぼすことに

なる． 
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（２）定式化 

時間帯別交通均衡配分モデルでは，以下に示す6つの

条件が同時に成立する． 

a）各リンクでの待ち行列進展条件 

リンク ),( ji の終点d に向かう時間帯 t での流入台数

を )(td
ij ，流出台数を )(td

ij ，待ち行列台数を )(txd
ij と

すれば，リンクでの時間帯を追った車両台数の保存則を

表す条件は，次のように表せる． 

 )()()1()( tttxtx d
ij

d
ij

d
ij

d
ij    dji ),,(  (2.1) 

ここで，リンク ),( ji の時間帯t での流入台数を )(tij ，

流出台数を )(tij ，待ち行列台数を )(txij と定義すれば，

次の関係を満たす： 

 
d

d
ijij tt )()(   (2.2a) 

 
d

d
ijij tt )()(   (2.2b) 

 
d

d
ijij txtx )()(  (2.2c) 

即ち，式(1)は，終点別に足し合わせることにより， 

 )()()1()( tttxtx ijijijij    ),( ji  (2.3) 

と書ける． 

b）各リンクの容量制約条件 

リンク ),( ji のサービス率には，物理的特性から決まる

上限（i.e., 最大流出率：
*
ij ）があると考える．このとき，

時間帯t において，待ち行列が存在する場合では流出台

数は最大流出率となり，そうでない場合には，時間帯t の

流入台数 )(tij と時間帯 1t の待ち行列台数 )1( txij の

和に等しくなる．即ち，次の条件を満たす． 

 










),(

0)()(

0)()(
*

*

ji
txift

txift

ijijij

ijijij




 (2.4) 

ただし，待ち行列が存在するか否かはリンクの全流出台

数 )(tij によって決まり，終点別に独立ではない． 

c）各ノードでのフロー保存則 

 ネットワーク上の各ノードでは，流入台数と流出台数

が等しくなる必要がある．よって，各ノードにおけるフ

ロー保存則は次のように表される． 

 ddktqtt
kIi kOj

d
k

d
kj

d
ik  

 

,0)()()(
)( )(

  (2.5) 

ただし， )(tqd
k は，時間帯t に起点k を出発して終点d に

向かうOD交通量である．また， )(kI はノードk へ流入

するリンクの上流側ノードの集合， )(kO はノードk か

ら流出するリンクの下流側ノードの集合である． 

d）リンク旅行時間とフロー及び待ち行列の関係 

 リンク ),( ji の旅行時間 )(tcij は，走行リンクで費やす

時間 )(tmij と待ち行列リンクにおける渋滞待ち時間の和

として次のように表される． 

 */)())(()( ijijijijij txtmtc    (2.6) 

  




 

b
ijijijij tamtm *

0 /)(1))((   (2.7) 

ここで， 0m はリンク固有の値であり， )(tmij はBPR関

数で表されるとする． 

e）利用者の経路選択均衡条件 

利用者の経路選択が確率的である場合を考える．この

とき，（リンク・ベースの）利用者のロジット選択は次

式で与えられる（導出は，Akamatsu4)を参照）． 

 0
)(

)(
ln

1
)( 


k

d
ik

d
ij

idjdij
t

t
pptc






  (2.8) 

ここで， はロジット・パラメーターであり， 
idp はノ

ードi から終点d までの期待最小経路所要時間である．

上記の式(2.8)は，ロジット・パラメーター が  の

時，菊地・赤松1)で示された経路選択条件に一致する． 

f）First-In-First-Out(FIFO)条件 

追越しがない状況を仮定すれば，リンクでの車両の到

着順序と退去順序は等しくなければならない．この

First-In-First-Out(FIFO)条件は，多起点・1終点の場合では，

待ち行列進展条件(2.1)と容量制約条件(2.4)によって自動

的に満たされる（詳細は菊地・赤松1)を参照）．しかし，

多起点・多終点の場合では式(2.1)，(2.4)に加えて終点別

のFIFO条件を明示的に表す条件が必要となる．このFIFO

条件は，動的配分では連続時間t について次のように表

される． 

 
))((
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t
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ij
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

 dji ),,(  (2.9) 

ただし，時間帯別配分では時間帯内での流入時刻・流出

時刻の関係を明示的に表現できないため，式(2.9)を時間

帯別配分にそのまま適用することはできない．そこで，2

時間帯以上にまたがる待ち行列は存在しないという仮定

を導入すると，式(2.1)のもとでFIFO条件に対応する式が

次のように得られる． 

 )()()( ttxtx d
ijij

d
ij   dji ),,(  (2.10) 

ただし， )(td
ij は次式で定義される． 
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  (2.11) 

これは，待ち行列を経験する車両の割合が終点別に等し

くならなければならないことを意味している． 
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（３）非線形相補性問題としての表現 

以上で定式化されたモデルは，時間帯 1t に関する変

数が決まれば，時間帯t のみを未知変数とした問題とし

て考えられる．即ち，前向きDP原理が成立している．こ

のことを利用すれば，時間帯 1t に関する変数を所与と

した以上の定式化は， 次に示すNCPと等価である（詳細

は菊地・赤松1)を参照）． 

[NCP] Find Y  such that 

 0YF0YYFY  )(,,0)(  (2.12) 

ここで， 

DNDLL RRR 



 Ω ，  TpλxY  ， 
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












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

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
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
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ˆˆ
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  (2.13) 

である．Aはリンク・ノード接続行列であり， A（ A ）

はリンク・ノード接続行列において )1(1 要素を0 に置

き換えた行列である．また，Mは対角要素に *
ij を持つ

LL  次対角行列であり，   ,,IΛ  ， ][ˆ AA diag
である．μ，Π，rは，各々， 

 )1(*  txijijij    (2.14) 

 d
k

kIi

d
ij

d
k qtxr  

 )(

)1(  (2.15) 
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
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

  (2.16) 

と定義される要素を持つベクトルである．さらに，δは，

λに関する関数であることに注意が必要である．これに

より，モデルの数学的構造を明らかにするのが容易にな

り，また，効率的なアルゴリズムの開発が可能となる．  

 

３．時間帯別交通均衡配分の効率的解法の提案 

 

本研究で提示する解法は，NCPに対し，適切な条件の

下では，収束が保証される枠組に基づいている．具体的

には，収束が非常に速い（二次収束）Newton法系統の枠

組を活用する．この枠組は，大きく2つに分類できる．第

1は，微分不可能な関数を，劣勾配を活用し解こうとする

Inexact Newton Methodと呼ばれる一群の枠組である．第2

は，微分不可能な関数を微分可能な関数に近似し，本来

解くべき問題を間接的に解くSmoothing Newton Method

と呼ばれる一群の枠組である．本研究では，本モデルを

解くときに，後者の方がよりロバストであるという吉ら
3)の数値実験結果により，後者のみを対象とする． 

（１）一般的なアルゴリズム 

本研究では，Smoothing Newton Methodの枠組の中で，

Qi and Liao5)を採用する．この枠組の解法には，smoothing 

parameterを外生変数として扱うものと，内生変数として

扱うものがある．前者の解法は，収束の保証ができない．

一方，Qi and Liao5)を含む後者の解法は，収束が保証でき

る特徴を持つ． 

この解法の基本的な考え方を説明する．まず，以下の

一般的なNCP： 

 0)(,0)(,0  YFYYFY T   (3.1) 

は，Merit関数： 

 2||)(||
2

1
:)( YΦY   (3.2) 

を定義することによって，以下の等価な最適化問題に帰

着する． 

 )(min Y
Y

  (3.3) 

ここで， )(YΦ は， 

 


















))(,(

))(,(

:)(
11

Y

Y

YΦ

nn Fy

Fy




  (3.4) 

であり， ),( Fy は， 
 0,0,00),(  FyFyFy  (3.5) 

を満たす任意の関数であるが，以下では

Fischer-Burmeister関数： 

 FyFyFy  22:),(  (3.6) 

を用いることとする．次に，smoothing parameter が含

まれたsmoothing関数： 

 FyFyFy  222:),(   (3.7) 

を用い，全区間で微分可能な問題に近似させる（以下，

添字を添えている関数は，式(3.6)を式(3.7)に置き換え

た関数）．近似させたときの最適化問題は，smoothing 

parameter を極限 0 とすることで元の最適化問題

に一致する： 

   )(min)(minlim
0

YY
YY


 

 (3.8) 

smoothing parameter は未知変数Yを同時に未知変数と

して扱う．そこで，smoothing  parameter を含む，新し

い未知変数ベクトル： 
 ),(: Yz   (3.9) 

および新しい関数： 

 0,0
)(

1
:),()( 







 
 





YΦ
YHzH

e  (3.10) 
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を定義すると，解くべき問題は， 

 )(
~

min z
z
  (3.11) 

 2||)(||
2

1
:)(

~
zHz   (3.12) 

となる．これをNewton法を用いて解く場合，解の改訂ベ

クトル z はNewton方程式： 

    ~~2 z  (3.13) 

を解くことによって求められる．ここで~ が平方和の形

になっていることを利用すると，~ の勾配ベクトルとヘ

ッセ行列はそれぞれ， 

   HH  T~  (3.14) 

       ii
T HH 22 ~

HH  (3.15) 

となる．最適解が0となる問題ではヘッセ行列の第二項を

無視しても収束が保証される（Gauss-Newton法）ので，

Newton方程式は， 

       HHzHH  TT  (3.16) 

と書き直せる．もしも H が正則であれば，改訂ベクト

ル z を求めるための方程式は更に， 
   HzH   (3.17) 

と書き直せる．もしも H が正則でない場合には，式

(3.17)も解を持たないので，まず式(3.17)を解いてみて，

解けない場合には代りに最急降下方向を改訂ベクトル

z に採用すればよい． 

以下に，このアルゴリズムをstep形式で，簡単にまとめ

る． 

Step0.（初期値の設定） 

解法内のパラメーターの設定， ),(: 0
0

0 xz  ， 0:k ． 

Step1.（収束判定） 

収束条件を満たせば終了． 

Step2.（Newton step） 

式(3.11)により， 1 nk Rz を求める． 

 )()( kkk zHzzH   (3.18) 

Step sizeの探索を行う． 

Step3.（Gradient step） 

式(3.11)が解けないか，Step sizeが小さすぎる場合， 

 )(
~

: kk zz  ． (3.19) 

Step sizeの探索を行う． 

Step4.（解の更新） 

解およびSmoothing parameter k を更新し， 

1:  kk とし，Step1へ． 

（２）時間帯別交通均衡配分への適用 

上記の解法を本モデルに適用する際に工夫が必要に

なるのは，解の改訂ベクトルを求めるために解くべき連

立方程式(3.18)である．具体的には，現実的なネットワー

クにおいては，未知変数及び連立方程式(3.18)での

Jacobian )( kzH の要素数が，各々， 410 ～ 710 ， 24 )10(

～ 27 )10( のオーダーの問題になる．そのため，記憶容量，

計算量の面で計算不可能であると言える．そのため，こ

こでは，まず，本モデルに適用した際の連立方程式(3.18)

を示し，（３）では，この連立方程式を効率的に解くた

めの工夫を示す． 

本モデルに上記の枠組を適用した際の連立方程式

(3.18)は，以下のように表わされる： 
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． (3.20) 

ここで，列ベクトル  321 cccc  ，ブロック対角行列

 321 DDDD diag ，  321 EEEE diag であり， 

 

    222 )(

)(

j
k

ij
k
i

ji

YFY

c







 j  (3.21) 

 IcYD  )()(
1

i
k
ii diagdiag


 (3.22) 

 IcYFE  )())((
1

i
k

ii diagdiag


 (3.23) 

である．ここで，添え字 )3,2,1(i は，各々， kx ， kλ ，
kp に対応している．また，連立方程式(3.13)は，smoothing 

parameterと未知変数に分解できる： 

    ee 1  (3.24) 

  
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YFED k ． (3.25) 

ここで， iP は， 

 3,2,1)(  ii
k
ii  cYΦP  (3.26) 

と与えられる． 

上記の連立方程式(3.25)の係数行列は，一見，複雑にみ

えるが，実は，疎行列で構成されている．具体的には，

係数行列は，リンク・ノード接続行列A，リンク容量M

（対角行列），及び，式(3.22)，(3.23)， )( kYF の疎行

列で構成される．ここで， )( kYF を具体的に書くと， 
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である．ここで，まず， 1G は対角要素に， 
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を持つ対角行列である．ここで，n は，
kd

ij を要素に持

つベクトル kλ のn 番目要素に対応する．次に， 2G ， 3G

は， 

  Tdd n
222 ...1 GGG   (3.29) 
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のようなブロック行列であり，各々のブロックの要素は， 
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と与えられる．ただし， ad は，終点番号を表し， は， 
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と定義する． 

以上により，連立方程式(3.25)の係数行列が疎行列であ

ることが確認できた．しかし，疎行列であることを利用

しても，大規模な問題を解くには無理がある．そのため，

本研究では，次節で示すような工夫をする．ただし，以

下に示す方法は，連立方程式(3.25)の係数行列の対角成分

が，全てゼロでない場合に限ることに注意する． 
 
（３）記憶容量・計算量の節約 

本研究では，連立方程式(3.25)を効率的に解くために，

係数行列の対角要素に注目した．この対角要素は，式

(3.22)，(3.23)，及び，(3.27)で構成されている．即ち，連

立方程式(3.25)の係数行列の対角要素は，各々，対角行列

になっていることが分かる．このことに着目し，連立方

程式(3.25)の1行目，3行目を利用し，2行目の x ， p に

ついての要素を消去する： 
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ここで， 1Q と 2Q は， 

   
   2

1
11
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1

332121 )ˆ(ˆ

ΛEEDR

EGADEAEGDQ
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
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 (3.35) 

    1
1

113
1

3322
ˆ PEDRPDEAPQ   T  (3.36) 

から求められる．ただし， 

  12
1

331
1 ˆ EGDEAEMΛR   TT  (3.37) 

以上から，連立方程式(3.18)の解は， pxλ  の

順番で，逐次的に求めることができる．具体的には，以

下のそれぞれの連立方程式： 

21 QλQ    (3.38) 

  λΛEPxED  2111  (3.39) 

λEGAxEGPpD  231233 )ˆ(  (3.40) 

を解けば良い．以上により，連立方程式(3.25)を未知変数

ごとに分解することができた． 

次に，連立方程式(3.38)～(3.40)を解く場合が，連立方

程式(3.25)をそのまま解く場合に比べ，どのくらい計算

量・記憶容量の節約ができたか考える．まず，リンク数

L ，ノード数N ，終点数D とすると，連立方程式(3.25)

の未知変数のオーダーは，  NDLDL  となる．即ち，

連立方程式の係数行列のオーダーは，この二乗となる．

一方，連立方程式(3.38)～(3.40)の係数行列のオーダーは，

各々， 2LD ， 2L ， 2ND となる．具体的に考えると，

まず，連立方程式(3.39)，(3.40)は，係数行列が対角行列

であるため，簡単に解くことができる．次に，式(3.38)

については，係数行列である式(3.35)がかなり複雑にみえ

る．しかし，実際には，対角とリンク・ノード接続行列A

の非ゼロ要素がある個所のみに非ゼロ要素がある，疎行

列である．以上から，未知変数ごとに分解した連立方程

式(3.38)～(3.40)を順次に解くことは，連立方程式(3.25)を

直接解くときに比べ，記憶容量・計算量が節約できたと

言える． 
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（４）Cyclic Decompositionを利用した解法 

現実的なネットワークにおける多起点・多終点の問

題を解く場合，未知変数の数は 410 ～ 710 のオーダーに

達する．記憶容量については前節で示した方法により大

幅な制約が可能であるが，このように多くの未知変数を

持つ連立方程式を解くには膨大な計算時間を要する可能

性がある． 

そこで，cyclic decomposition（Gauss-Siedel分解）の考

え方を利用して，解くべき問題を終点別に分解して順次

解いてゆく方法が考えられる．すなわち，未知変数ベク

トル全体のうち或る一つの終点に関する未知変数のみに

着目し，他の未知変数については固定することによって，

着目した終点に関してのみ解の更新を行い，次に別の終

点に関してのみ解の更新を行うことを，順次繰り返す方

法である． 

問題を終点別に分解することにより，計算のステップ

は増加するものの，各回で解くべき連立方程式の未知変

数の数は 210 ～ 410 のオーダーに抑えることができるた

め，トータルでは計算時間の削減が期待できる． 

ただし，問題を終点別に分解すると，式(3.16)における

Jacobian H が正方ではない（したがって正則でもない）

ため，式(3.17)のように変形することができなくなり，式

(3.16)をそのまま解く必要が生じる．したがって，前節で

示した方法による記憶容量と計算量の節約が利用できな

いというデメリットも持っている． 

このように問題を終点別に分解して解く場合と，前節

までで示したように終点別に分解しないで解く場合につ

いては，数値実験による比較の結果を発表時に報告する

予定である． 

 

４．おわりに 

 

本研究では，大規模問題に対しても適用可能な，時間

帯別交通均衡配分の効率的解法を提示した．より具体的

には，本モデルがNCPとして表現可能であることに着目

し，NCPに対し収束が保証された枠組であるSmoothing 

Newton Methodを活用した．また，この枠組を本モデル

に適用する際に，大規模な問題に対して適用可能にする

ため，解の改訂ベクトルを求める際の計算を効率的にす

るため，工夫をした．具体的には，連立方程式の係数行

列の対角要素が対角行列であることに着目し，未知変数

ごとに分解した．本稿では，紙面の都合により，数値実

験結果は載せてないが，発表では，数値実験結果も報告

する予定である． 
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