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1. はじめに

Beckmann1)の先駆的研究を嚆矢として，「都心形成」

現象を説明するためのミクロ経済学的基礎に関する多

くの研究が行われてきた．その代表的な理論では，都

心形成の基本要因は，Beckmannと同様の「空間的相
互作用関数」によって表現された経済行動主体間の市

場外での相互作用である．そして，その「空間的相互

作用関数」により表現された，距離に応じて減衰する

外部不経済効果 (空間相互作用)をモデリングの共通基
盤として，様々な状況下での均衡立地パターンが明ら

かにされている．より具体的には，モデル化されてい

る経済主体の種類が，

1) 単一種類の消費者のみ: Beckmann1)

2) 単一種類の企業のみ: O’hara11), Borukhov and
Hochman2), Tabuchi14)

3) 消費者と企業: Ogawa and Fujita9)10), Imai8), Fu-
jita and Ogawa5)

4) 消費者と複数種類の企業: Fujita6)

といった場合について，形成される立地集積 (都心)パ
ターンが示されている．

しかし，以上で述べた既存研究は，均衡解の一意性・

安定性が全く確認されていないという問題を抱えてい

る．均衡解が不安定であれば，その立地パターンは意

味を持たないにも関わらず，既存研究で示された均衡

解が安定的であるか否かは，これまで議論されていな

い．さらに，既存研究は，均衡解が一意であると仮定

し，立地パターンが対称となる場合のみを分析してい

るに過ぎず，実際に均衡解が一意であるか否かは，明

らかにされていない．従って，現状では，既存研究で示

された均衡立地パターンが，意味を持たない不安定的

な均衡解であり，さらに，それ以外にも非対称な均衡

立地パターンが存在する可能性が残されている．この

均衡解の一意性・安定性を調べるには，後述するよう

に，空間相互作用の距離に対する減衰効果を表わす「空

間割引関数」の数学的特性を知ることが不可欠である．

この空間割引関数の重要性は，Ogawa and Fujita9)と

Fujita and Ogawa5)の比較から明らかである; 両者のモ
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デルの構造は，ほぼ同一であり，相違点は，空間割引

関数の形状のみである．それにも関わらず，これまで，

空間割引関数の数学的特性は，調べられていない．

以上の背景に鑑み，本研究では，Beckmannモデル
を例として，都心形成モデルの均衡状態の一意性・安定

性を明らかにすることを目的とする．そのために，ま

ず，空間相互作用を表現する空間割引関数の数学的特

性を調べる．そして，その特性に基づいて，都心形成

モデルの均衡状態の一意性・安定性を確認し，従来か

ら前提とされてきた対称な立地パターン以外にも均衡

状態が複数存在することを示す．

本稿では，均衡状態の一意性・安定性を解析するた

め，既存のモデルで考えられてきた連続的な都市空間

を離散化する．これは，既存研究で考えられてきた都市

空間が連続的なモデル (連続空間モデル)では，連続性・
微分可能性が保証されない場合，その厳密な解析が非

常に煩雑になり，さらに，連続空間の安定性は，必ずし

も確立した定義が存在しないためである．ただし，都市

空間の離散化には，様々な方法が考えられる．そこで，

まず，本稿で考える都市空間を離散化した Beckmann
モデル (離散空間モデル)が，従来の連続空間モデルと
整合的であることを確認する．

2. 連続空間モデルと整合的な離散時間相互

作用の構成
(1) 連続空間Beckmannモデル

離散空間モデルが，従来の連続空間モデルと 1対 1
対応関係にあることを確認するために，まず，従来の連

続空間モデルの空間相互作用を表す交通費用を確認し

よう．ここでは，一次元実数空間の区間 I = [−b, b]上
で立地点を選択する主体を考える．ある地点 x ∈ I の

立地密度を n(x)とし，また，立地密度の I 全体にわた

る空間分布を {n(x)}と表す．

a) 交通費用写像

地点 x ∈ I における交通費用 T (x)は，{n(x)}に関
する以下の関数で与えられると仮定する:

T (x) ≡
∫ b

−b

d(x, y)n(y)dy. (1)

ここで，d(x, y)は x, y間の距離抵抗を表しており，空

間相互作用の距離低減効果を表す空間割引関数である．

この交通費用 T (x) は，都市内の全消費者とコミュニ



ケーションするために必要な交通費用を表している．

交通費用 T (x)は，任意の地点 x ∈ I に対して定義さ

れており，交通費用の I 全体にわたる空間分布 {T (x)}
を考えることができる．したがって，全地点 x ∈ Iに対

する式 (1)の関係は，立地密度の空間分布 {n(x)}を交
通費用の空間分布 {T (x)}に変換する交通費用写像 D

を定義している．

本節では，この交通費用写像Dの特性を調べる．た

だし，ここでは，空間割引関数 d(x, y)が指数型の関数
形 d(x, y) ≡ 1− exp(−τ |x− y|) となる場合のみを調べ
る．なお，以下では，Dの数学的特性を見るために，定

数項を除いた場合 (i.e. d(x, y) ≡ − exp(−τ |x − y|))を
解析する (定数項は，以下で示す逆写像演算子 (4)には
影響しない)．

b) 交通費用写像の逆写像 - 立地密度写像

定義した交通費用には，写像 D : {n(x)} → {T (x)}
の逆写像 D−1 : {T (x)} → {n(x)}，すなわち，交通費
用の空間分布 {T (x)}を立地密度の空間分布 {n(x)}に
変換する写像 (演算子)が存在する:

n(x) = D−1{T (x)}. (2)

この交通費用写像の逆写像 (立地密度写像)D−1は，T (x)
の定義式 (1)を二階微分することにより，

d2T (x)
dx2

= τ2T (x) + 2τn(x) (3)

が得られることから，次のように表せる:

D−1 ≡ 1
2τ

[
d2

dx2
− τ2

]
. (4)

(2) 離散空間Beckmannモデル

次に，都市空間が図–1のように離散的な場合の交通

費用を示そう．ここでは，一次元連続空間の区間 I を

K 個 (有限個)の等長区間 (各区間の幅∆x = 2b/K)に
分割し，i番目区間 (i = 1, 2, ..., K)の左端座標を xi−1

と表す (x0 = −b, xK = b)．区間 iの立地密度を niと表

し，連続空間での立地密度の空間分布 {n(x)}を K 次

元ベクトル n = [n1, n2, ..., nK ]で離散近似する．

. . . . . .
1 2 i K-1 K

＝ ＝

図–1 都市構造

a) 交通費用写像

都市空間の離散化に対応して，連続空間での交通費

用の空間分布 {T (x)}は，各離散区間の交通費用 Ti を

要素にもつK 次元ベクトル T = [T1, T2, . . . , TK ]で表
現される．これに対応して，連続空間での関係式 (1)は，
離散空間では，立地密度ベクトルを交通費用ベクトル

に変換する以下の関係式:

T (n) = Dn
(
Ti(n) ≡

∑
j

dijnj

)
(5)

で表現される．ここで，dij は ij 間の距離抵抗を表す

空間割引項である．nを T に写す空間割引行列Dは，

以下のように与える:

D = −


1 t t2 · · · tK−1

t 1 t · · · tK−2

...
...

... · · ·
...

tK−1 tK−2 tK−3 · · · 1

 (6)

ここで，t ≡ exp (−τ∆x) である．この行列は，dij が

|i − j|のみによって決まる Toeplitz行列である．

b) 交通費用写像の逆写像 - 立地密度写像

連続空間を考えた場合と同様に，離散空間での交通

費用写像 D に対して，空間割引行列D が特異でなけ

れば，その逆写像が存在する．すなわち，逆行列D−1

が存在し，交通費用ベクトル T を立地密度ベクトル n

に変換する以下の関係式:

n(T ) = D−1T (7)

が得られる．このD−1 は，以下のように与えられる．

D−1 = ζ



1 −t

−t 1 + t2 −t 0
. . . . . . . . .

0 −t 1 + t2 −t

−t 1


(8)

ここで，ζ ≡ −1/(1 − t2)である．

(3) 連続空間モデルと整合的な離散空間相互作用関数

前節までに示した交通費用逆写像を用いて，離散空間

相互作用が連続空間モデルと 1対 1対応関係にあること
を確認しよう．都市内の居住地数K が多い場合，交通

費用写像 (8)の t ≡ exp(−τ∆x) ≈ 1−τ∆x+(τ∆x)2/2,
t−1 = exp(τ∆x) ≈ 1 + τ∆x + (τ∆x)2/2 と表せる．そ
のため，対角の両隣要素，対角要素は，

− ζt ≈ 1
2τ

1
∆x2

, (9)

ζ(1 + t2) ≈ 1
2τ

(
−2
∆x2

− τ2

)
, (10)

離散空間モデルの立地密度は，次のように表わせる:

ni(T ) =
1
2τ

[
∆Ti+1 − ∆Ti

(∆x)2
− τ2Ti

]
. (11)

この表現は，明らかに連続空間の立地密度 (2) を差分
近似したものである．したがって，離散空間相互作用

は，連続空間モデルと 1対 1対応関係にあることがわ
かる．



(4) 離散空間相互作用関数の数学的性質

次章以降で Beckmannモデルの均衡解の一意性・安
定性を確認する準備として，空間割引行列・空間割引

関数の正 (負)定値性を調べる．空間割引行列の正 (負)
定値性は，その行列の固有値の符号により確認できる．

そのため，Dの正 (負)定値性は，D−1 の正 (負)定値
性と一致する．そこで，D−1の固有値をGershgorinの
定理により導出すると，次の補題が得られる:

補題 1 : 空間割引行列の逆行列 D−1 の固有値 λ は，

次の範囲に存在する:

(1 + t)(1 − t) ≤ λ ≤ −(1 − t)(1 + t). (12)

0 < t ≡ exp (−τ∆x) < 1より，固有値 λ の最大値は

ゼロ未満であるため，D−1が，負定値行列であること

がわかる．この結果は，次の命題にまとめられる:

命題 1 : 離散空間モデルの空間割引行列Dは，負定

値行列である．さらに，連続空間の空間割引関数

d(x, y)は，負定値関数である．

3. 離散空間モデルの均衡条件の定式化
(1) モデルの設定

本稿では，図–1のネットワークに示すような，等間

隔にならぶK の居住地からなる線形都市を考える．こ

のネットワーク上の左から i番目の区間は，居住地 iを

表す．また，全ての居住地面積は，一定値 A = 1とす
る．そのため，各居住地の立地密度は，人口と一致する．

このモデルの経済主体は，均質な消費者のみである．

閉じた都市を考えるため，都市全体の人口は，一定値

N とする．各々の消費者は，都市内の全ての消費者と

コミュニケーション (社会的相互作用) を取る．消費者
は，以下に表現するように，自らの効用が最大となる

ように居住地，財の消費量を選択する．

max
i,zi,yi

{u(zi, yi|zi + riyi + Ti = Y ), i = 1, ...,K} (13)

ここで，u(·)は消費者の効用関数，Y は消費者の所得

を表す．また，添え字 iは居住地を表し，ziは居住地 i

の合成財 (ニューメレール)の消費量，riは地代，yiは

消費者 1人あたりの土地面積，Ti は消費者間のコミュ

ニケーションに必要な交通費用である．居住地 iの交通

費用 Tiは，1章で示した空間的相互作用を表している．
この交通費用は，前章で示した式 (5)の関係をもつ．ま
た，本稿では，効用関数を，Beckmann1)と同様に，次

の準線形効用関数とする．

u(zi, yi) ≡ z + µ ln yi (14)

この消費者の効用最大化問題は，まず，各居住地で

合成財と土地の最適消費量を決定し，そして，その結

果決まる間接効用関数が最大の居住地 iを選択するとい

う，2段階最適化問題と等価である．より具体的には，
まず，各居住地で最適な消費行動をしたときの効用は，

以下の間接効用関数:

vi(ri, Y − Ti) ≡ max
zi,yi

u(zi, yi|zi + riyi + Ti = Y ),

そして，居住地選択行動は，次のように表わされる:

max
i

vi(ri, Y − Ti).

(2) 均衡条件

Beckmannモデルの均衡状態は，居住地選択の無裁
定条件，各居住地での土地の需給均衡条件，消費者数

の保存則の 3条件が同時に満たされた状態である．そ
こで，各々の条件を定式化しよう．

まず，消費者の居住地選択に関して均衡状態にあるな

らば，どの消費者も居住地を変更する動機を持たない．

したがって，消費者が選択する居住地の効用は，均衡

効用水準 V に等しく，消費者が選択しない場合は，V

以下となる:V = vi(ri, Y − Ti) if ni > 0

V ≥ vi(ri, Y − Ti) if ni = 0
∀i. (15)

次に，土地市場の需給均衡状態では，正の地代が付

いていれば，供給面積と需要面積が一致し，そうでな

ければ供給過多である (簡単のため，住宅の他の代替的
用途に対する地代 (農業地代)を 0とおいている)．ここ
で，各居住地の総面積 (供給面積)は，一定値A = 1と
仮定しているため，この条件は1 = yini if ri > 0

1 ≥ yini if ri = 0
∀i (16)

と表される．また，各消費者の住居面積 yiは，Royの
恒等式より，ri, Y, Ti の関数:

yi = −∂vi(ri, Y − Ti)/∂ri

∂vi(ri, Y − Ti)/∂Y
(17)

により与えられる．

最後に，本稿では，閉じた都市を考えているため，消

費者数の保存条件は，

N =
K∑

i=1

ni (18)

である．すなわち，各居住地に立地する消費者数 niの

合計は，都市の総人口N に等しい．

4. 均衡条件のいくつかの等価表現

前章で示した均衡条件では，均衡解の一意性・安定

性を調べることが難しい．そこで，本章では，前章で

示した均衡条件を，均衡解の一意性・安定性を容易に

確認することのできる，不動点問題・最適化問題とし

て表現する．



(1) 不動点問題としての表現

前章で示した間接効用関数は，次のように表せる:

vi(ri, Y − Ti) = Y − Ti(n) + µ ln(µ/ri) − µ. (19)

この間接効用関数より，ri → 0ならば，vi → ∞とな
るため，ri > 0が必ず成立する．すなわち，土地市場
の需給均衡条件 (16)は，相補性条件で表現する必要が
なく，次のように表すことができる:

ri(ni) = µni > 0. (20)

さらに，この条件 (20)から，ni > 0となることがわか
る．したがって，消費者の居住地選択の無裁定条件 (15)
も，相補性条件で表現する必要はなく，次のように表

せる:

V = Y − Ti(n) − µ lnni − µ ∀i. (21)

以上より，均衡条件は，消費者数の保存則 (18)に，得
られた条件 (21), (20)を代入することにより，数量変数
を未知変数とした不動点問題:

ni =
exp(−Ti(n)/µ)∑
j exp(−Tj(n)/µ)

N ≡ Pi(n)N ∀i (22)

として表現できることがわかる．この関係式をベクト

ル表記すると，次のように表せる:

n = NP (n). (23)

ここで，P (n) = [P1(n), P2(n), ..., PK(n)]T である．こ
の不動点問題は，経路 iのコスト関数が Ti(n)で表さ
れ，経路 i の選択確率が logitモデルで与えられる確率
的交通均衡配分と同形である．

(2) 最適化問題

不動点問題を等価なポテンシャル問題 (最適化問題)
に変換できれば，均衡解の一意性の議論に最適化問題

を利用できる．そこで，不動点問題 (23)が等価な最適
化問題として表現できることを確認しよう．不動点問題

(23)は，確率的交通均衡配分と同形であるため，T (n)の
Jacobi行列∇T (n) = Dが対称であれば，等価な最適

化問題として表現できることが知られている3)4)13)15)．

本稿で考える D は対称行列であるため，不動点問題

(23)は，pi ≡ ni/N と定義すると，均衡条件と等価な

最適化問題が，次の命題としてまとめられる:

命題 2: 離散空間モデルの均衡条件は，以下の数量変

数を未知変数とした最適化問題 (主問題)の極値条
件と等価である:

min
p

.Ẑp(p) = −µH(p) +
N

2
C(p) (24)

s.t. 1 =
∑

i

pi, pi ≥ 0 ∀i.

ここで，H(p) ≡ −
∑

i pi ln pi，C(p) ≡ pT Dp．

この最適化問題 (24)より，均衡人口配分は，第 1項の
エントロピー関数H(p)で表わされる分散力と，第 2項
の総交通費用C(p)で表わされる集積力により決まるこ
とがわかる．

5. 離散空間モデルの均衡解の性質

(1) 均衡解の一意性

Beckmannモデルの均衡解の一意性を最適化問題 (24)
の目的関数の形状により確認しよう．ここでは，目的

関数の第 1項 −µH(p)と第 2項 (N/2)C(p)の形状に
注目する．まず，目的関数の第 1項は，明らかに狭義
凸関数である．第 2項は，命題 1よりDが負定値であ

るため，狭義凹関数である．狭義凸関数と狭義凹関数

の和である目的関数は，必ずしも狭義凸関数とはなら

ないため，次の命題が得られる:

命題 3: Beckmannモデルの均衡解は，一般的に一意
であるとは言えない．

この命題は，Beckmann1)で示されている対称な立地均

衡パターン以外にも，均衡状態が存在することを示唆

している．

(2) 均衡解の安定性

Beckmannモデルの均衡解の安定性を，不動点問題
(23)を活用して調べよう．均衡解の安定性を考えるた
めには，立地パターンが均衡状態へ到達するまでの調

整過程をモデル化する必要がある．ここでは，時点 sに

おける立地パターン nが，以下の常微分方程式に従っ

て変化すると考える:

ṅ ≡ F (n) = NP (n) − n. (25)

これは，進化・学習ゲーム理論分野でもよく知られて

いる logit型の Perturbed Best Response dynamicsで
ある12)．このとき，均衡点 n∗は，行列 F (n∗)の固有
値の実部が負であれば，(局所的)安定となることが示
されている．そのため，本稿で示す離散空間モデルの

均衡解の安定性に関して，次の命題が成立する:

命題 4: Beckmannモデルの均衡解 n∗ は，

∇F (n∗) = N∇P (n∗) − I (26)

の固有値の実部が全て負であれば (局所的)安定で
ある．ここで，I は，単位行列である．

離散空間モデルの均衡解 n∗ の安定性を調べるために

は，命題 4で示した P の Jacobi行列の要素を調べる
必要がある．この要素は，

∇P (n) =
∂P

∂n
≡

[
∂Pi

∂nj

]
=

∂P

∂T

∂T

∂n
=

∂P

∂T
D (27)



立地需要曲線

交通費用曲線: 集積解

交通費用曲線: 分散解

図–2 均衡解の性質 (2居住地)
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図–3 均衡立地パターンの分岐図

と表せる．ここで，∂P /∂T の ij 要素は，次のように

表せる:

∂Pi

∂Tj
=

Pi(n)Pj(n)/µ if i ̸= j

Pi(n)(Pj(n) − 1)/µ if i = j
. (28)

(3) 均衡解の分岐現象

本章第 (1) 節で，Beckmann モデルには，複数の均
衡解が存在することを明らかにした．そこで，その均

衡解にBeckmann1)では示されていない，非対称な立地

パターンが存在する可能性を探ろう．より具体的には，

K = 2のケースで，非対称な均衡立地パターンを創発
する，均衡解の分岐現象について議論する．

ここでは，均衡解の分岐現象を調べる導入として，2
居住地からなる都市において，均衡解が分岐し，複数の

均衡解が発生することを不動点問題 (23)により示そう．
この不動点問題の解は，消費者数の保存則 (n1+n2 = N)
を用いて未知変数を n1のみとすることで，式 (5)から
得られる交通費用曲線と式 (23)から得られる立地需要
曲線の交点として表現できる (図–2)．

[交通費用曲線]:

n1 = −T1 − T2

2(1 − t)
+

N

2
. (29)

[立地需要曲線]:

n1 =
1

1 + exp(−(T1 − T2)/µ)
N. (30)

図–2から明らかなように，均衡解は，交通費用曲線

の傾き (ρS)と T1 − T2 = 0における立地需要曲線の傾
き (ρD)の関係に応じて変化する．より具体的には，次
の 2通りの関係に応じて，どのような均衡状態となる
のかがわかる:

各
居
住
地
の
人
口

対称 非対称

居住地3, 4

居住地2, 5

居住地1, 6

図–4-a Beckmannモデルの均衡立地パターン: K = 6

1. ρS ≤ ρD: 均衡解は n1 = N/2の 1個のみとなる．
2. ρS > ρD: 均衡解は 3個存在し，2個の安定 (集積)
解，1個の不安定 (分散)解が存在する．

この関係から，ρS = ρD となる瞬間に均衡解の分岐が

起こることがわかる．そこで，仮に N,µを固定し，τ

の変化に対する居住地 1の均衡状態での人口を調べ，均
衡解が分岐する状況を示そう．この結果は，図–3の通

りとなる．解析により得られた結果と同様に，τ の増加

に伴い，分散パターンの均衡解から集積パターンの均

衡解へと分岐している．以上より，Beckmannモデル
では，交通費用曲線と立地需要曲線の傾きが等しくな

る τ∗を分岐点とする “pitchfork分岐”が起こることが
わかる．

6. Beckmannモデルの均衡状態
本章では，前章までで示した均衡条件から，均衡状態

における立地パターンを数値実験により導出する．そ

して，既存研究では知られていない，非対称な均衡立

地パターンが存在するか否かを調べる．ただし，すべ

ての数値実験は，パラメータを N = 1, µ = 0.2, b = 5
として行う．

(1) Beckmannモデルの均衡立地パターン: K = 6

図–4-a～4-dは，居住地数K = 6の場合の，均衡解
である．横軸に交通費用パラメータ τ，縦軸に各居住地

の人口シェア ni/N をとり，安定解を実線，不安定解を

破線で表わした．

まず，全ての均衡解を示した図–4-aを見てみよう．こ

の結果から，交通費用パラメータ τ の増加に伴い，次々

と均衡解が分岐し，非対称な均衡解が新たに発生する

ことがわかる．この結果は，前章で示した，均衡解が

必ずしも一意ではないこと，交通費用パラメータの増

加に伴い複雑に分岐が発生することと整合的である．

次に，居住地 3(または 4)，居住地 2(または 5)，居住地
1(または 6)に都心が創発する均衡解を示した図–4-b～

4-dを見てみよう．これらの結果から，均衡解の分岐が起
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図–4-b 都心が居住地 3または 4に形成されるケース
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図–4-c 都心が居住地 2または 5に形成されるケース

こる毎に，均衡状態の都心の位置が徐々に都市の端部に

広がることがわかる．より具体的には，τ = 0.1の分岐に
より，居住地 3(または 4)が都心となり，τ = 0.125, 0.14
の分岐が起こることで，徐々に居住地 2(または 5)，居
住地 1 (または 6)に都心を形成する均衡解が発生する．

以上の結果は，次の命題にまとめられる:

命題 5: Beckmannモデルでは，単一都心の非対称な
均衡立地パターンが存在する．

7. おわりに
本稿では，空間割引行列の数学的特性を明らかにし，

それに基づいて，既存研究では全く触れられていない，

Beckmannモデルの均衡解の安定性・一意性を確認す
る方法を示した．その方法により，均衡解が一般的に

一意ではなく，既存研究で知られている対称な立地パ

ターン以外に，非対称な均衡立地パターンが存在する

ことを明らかにした．

以上の結論は，単一主体間の相互作用のみを考えた

Beckmannモデルで得られたものである．そのため，複
数主体間の相互作用を導入した，より複雑なモデル (e.g.
Fujita and Ogawa5)など)においても，まだ示されてい
ない均衡状態が存在する可能性は高い．したがって，既
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図–4-d 都心が居住地 1または 6に形成されるケース

存研究のモデルを本研究と同様のアプローチにより再

検討する必要があるだろう．これは，今後の重要な研

究課題である．
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