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 １．はじめに 

 

交通混雑に対する解決策として，これまでに価格規

制と数量規制が提案されている．前者の代表例である

混雑料金制では，誤った利用者の需要情報をもとに料

金設定を行うと，社会的損失が発生しうる．実際，道

路管理者が利用者の交通需要条件を正確に把握するこ

とは困難であり，この制度を導入しても社会厚生のレ

ベルを改善できるとは限らない．後者の代表例である

単純割当制（eg.ランプ制御）は，利用者の需要情報
を必要とせずに，渋滞を解消することができる．しか

しながら，利用者の自由な選択（eg.希望到着時刻）
を制限するため，制限に起因する社会的損失が発生す

る可能性がある． 
そこで，利用者の自由な選択を保障した割当制とし

て赤松ら1)は，“ボトルネック通行権取引制度”を提

案した．これは，道路管理者が特定のボトルネックを

特定の時刻に通行できる権利（ボトルネック通行権）

を発行し，利用者が自由にその権利を取引する制度で

ある．赤松ら1)によると，全ての利用者がボトルネッ

ク通行権の指定時刻ちょうどに到着する理想的な状況

を仮定すると，この制度の導入により，社会的に最適

な状態が達成される．しかしながら，より現実的な状

況を想定すると，全ての利用者が指定時刻通りに到着

できるとは限らず，権利の指定時刻より早着・遅着す

る利用者も存在する．そのため，権利発行枚数をボト

ルネック容量と等しく設定すると，利用者の確率的な

到着挙動に起因する損失が発生し，社会厚生のレベル

は制度導入前よりも悪化しうる． 
そこで，本稿では，利用者の確率的な到着挙動を考

慮した上で，利用者全体の期待総不効用を最小化する

問題を定式化し，社会的最適状態を実現する権利発行

数の時間的推移（最適発行パターン）を明らかにする

ことを目的とする． 

 
２．状況設定とモデルの概要 

 

（１）状況設定 

a) 交通条件の設定 
本稿では，総利用者数 N が住宅地からCBDへ通勤
する単一ODで構成された道路を想定する．図－１で
示すように，途中に交通容量 µの単一ボトルネック
が存在し，全ての利用者は移動する際に必ずこのボト

ルネックを通過する．ボトルネック通過時には，原則

的に，通過時刻のボトルネック通行権を所有していな

ければならない．しかし，権利の指定時刻より早着・

遅着した場合でも，ボトルネックを通過できる． 
道路管理者は，時々刻々のボトルネック通行権を発

行し，利用者は各自の勤務開始時刻を下に，希望通過

時刻のボトルネック通行権を所有している状況を想定

して，以降の解析を進める． 
b) 利用者の確率的な到着挙動 
利用者のボトルネック到着時刻は，指定時刻を中心

に分布するような，時刻に関する確率変数である．そ

のため，各時刻のボトルネックにおける到着者数は，

確率的に推移する．ここで，確率的な到着挙動を想定

しているため，待ち行列時間などの経済損失は確率変

数となることに注意しなければならない． 
 

３．モデルの定式化 

 
利用者全体の期待総不効用を最小化するような，ボ

トルネック通行権の最適発行パターンを求める．本章

の構成は以下の通りである．まず，(１)では，利用者
の経済損失を，拡散方程式を用いて解析する．ここで，

経済損失はある条件付確率密度関数に従う確率変数と

して与えられる．次に，(２)では，得られた経済損失
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図－１ 交通ネットワークの設定 
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の指標として，経済損失を変数にもつ不効用関数を設

定する．そして，時々刻々のボトルネック通行権の発

行枚数を制御して，利用者全体の期待総不効用を最小

化するような，最適化問題を定式化する．最後に，最

適化問題を時刻に関して分解し，数値的に解析可能な

問題へ変換する． 
 
（１）利用者一人当たりの経済損失 

ボトルネック地点では，利用者一人当たりの経済損

失 として，累積図－２のように，待ち行列時間

による損失 l
)(tl

Q (t)とスケジュール･ディレイによる損失 
lS (t)が発生する．そこで，時刻tにボトルネックへ到着
した利用者の損失 を，l)(tl Q (t)とlS (t) の線形和： 

 )()()( tltltl SQ +⋅≡α   (1) 

と定義する．ここで，α は待ち行列時間による損失
を重み付けするパラメータであり，確率的な待ち行列

時間による損失の影響度を示す．

a) 待ち行列時間による損失 
時刻 t における到着者数 は，期待値にボトル

ネック通行権の発行枚数 をもつ，正規分布に従う

と仮定する： 

)(ˆ tλ
)(tλ

  (2) ))(),(()(ˆ 2 λ∆λλ tNt ～

ここで ， は到着者数 の分散であり，時間

帯 の発行枚数 は一定とする． 
)(2 λ∆ )(ˆ tλ

],[ dttt + )(tλ
したがって，待ち行列長 の時間帯 におけ

る推移は，ボトルネック通行権の発行枚数 ，ボト

ルネック容量

q ],[ dttt +
)(tλ

µを用いて，次のように得られる． 

  (3) ( )dtdttNtqdttq )(,))(()()( 2 λ∆µλ −−+ ～

このとき，待ち行列長 と待ち行列時間 lq Q には，次

の条件： 
 累積数 n 

 
µ)()( tqtlQ =

 
(4)

 

が成立する．これより，待ち行列時間 lQ の時間帯

],[ dttt + における推移は，以下のように与えられる． 

( )µλ∆µλ dtdttNtldttl QQ )(,)1)(()()( 2−−+ ～  (5) 

b) スケジュール･ディレイによる損失 
スケジュール･ディレイによる損失 lS に関しては，
簡単のため，確定的な関数に近似して求める．このと

き，時刻 t に到着した利用者のスケジュール･ディレ
イlS の時間帯 ],[ dttt + における推移は，以下のように

与えられる． 
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  ))(,( tts λ≡  
 
ここで， は単位時間当たりの通勤開始数， は

ボトルネック地点での累積流出数であり， は累

積勤務開始数である． 

w )(tD
)(tW

c) 経済損失の従う条件付確率密度関数の導出 
利用者一人当たりの経済損失 l の時間帯 ],[ dttt + に

おける推移は，以下のように与えられる． 

 
( )dtttvdtttmNtldttl ))(,(,))(,()()( λλ～−+  (7) 

 µ
λ∆λλ
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このとき，時々刻々の利用者一人当たりの経済損失l
の確率分布関数は，次の拡散方程式（Fokker-Planck方
式）に従う： 程 
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ここで， ),|,( 0 τLtlF は時刻 )( t<τ での経済損失が

である条件下で，時刻 t に経済損失が l
0L

 となる条件

付確率分布関数を表す．その F を用いて，同じ条件
下での，条件付確率密度関数 f は，以下のように与

えられる： 
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図－２ ボトルネック地点の累積図 

A：累積到着数  D：累積流出数 
W：累積勤務開始数 
lQ：待ち行列時間
lS：スケジュール・ディレイ

D(t) 

A(t) W(t)
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（２）最適化問題の定式化 表－１ 各変数の設定 
この経済損失lは確率変数であるため，確率的に評
価しなくてはならない．そこで，不効用関数 を

設定し，時刻

)(lU
)( t<τ での経済損失が である条件下

での，時刻t における不効用の条件付期待値（期待不
効用）E

0L

t{U}： 

∫
∞

∞−
= dlLtlfLtlULttU ),|,(),|,()},|)(,({E 000t τττλ

  (10)  

パラメータ 数値 

ボトルネック容量 µ  1 

通行権の発行枚数  )(tλ 1)(0 ≤≤ tλ

到着者数の分散  )(2 λ∆ 0.25 

lQ (t)の重み付けパラメータα 50 ≤≤α  

リスク回避度 r ∞≤≤ r0  

全通勤者数 N 60 

勤務開始率  w 1.5 

時刻 t=0 の待ち行列時間  )0(Ql 0 

  

を利用者一人当たりの経済損失 lの指標に用いる． 
利用者全体の期待損失は，利用者一人当たりの期待

不効用 E{U}の総和で表される．従って，最適発行パ
ターンを求める問題は，時々刻々の権利発行枚数

を制御変数とする，期待総不効用の最適化問題として

定式化できる． 

)(tλ

 
  (11) ∫ ⋅

T

t
dtLttUt

0 0)}({
)},|)(,({E)(min τλλ

λ
最適発行数  )(* tλ

  s.t.  tt ∀≥ 0)(λ ，Eq.(8)         

ただし，T はボトルネック通行権の発行時間帯長で
ある．各時刻の期待不効用は，拡散方程式(8)を解い
て得られる，経済損失 l の条件付確率密度関数 f を

式(10)に代入して求められる．
このとき，発行時間帯を通じた権利発行枚数の推移

パターン )}({ tλ は，各時刻の権利発行枚数の組み合わ

せ次第で無数に存在しうる．そのため，無数の発行パ

ターンの中から期待総不効用を最小化する発行パター

ンを見つけることは難しい． 
そこで，本研究では，問題(11)を時刻に関して分解
して，数値的に解析可能なアルゴリズムを開発した．

具体的には，最適化問題(12)を時刻に関して分解し，
分解した問題を時刻 0から前向きに解くアルゴリズム
である．そして，得られた各時刻における最適発行数

を時刻 0 から T まで並べたものが，最適発行パター
ンとなる． 

 
４．最適発行パターンの検討 

 

 前章で定式化した最適化問題(11)を，表－１のパラ
メータを用いて数値計算で解く．ここで，各パラメー

タの単位は，人数と時刻をそれぞれ（人）と（分）に

基準化して与えている． 

前章で定義した不効用関数 は，経済損失 l の
期待値と分散を評価するため，経済損失 l の 2 次関
数とする． 

)(lU

  (12)  )()()( 2 tltlrtU +⋅=

ただし，r は利用者のリスク回避度である．このとき，
不効用関数 を l＝E{l} まわりでTaylor展開して，
式(10)に代入すると，以下のように期待不効用E

)(lU
t{U}

が求められる． 

[ ]( ))},|)(,({Var)},|)(,({E

)},|)(,({E)},|)(,({E

0
2

0

00t

τλτλ

τλτλ

LttlLttlr

LttlLttU

++

=  

  (13) 
 

（１）最適発行パターンの定性的性質 

図－３，４は，最適な権利発行数 の時間的推

移を示している．これより，利用者の確率的な到着挙

動を考慮した場合，時間帯の初期に発行数を少なく設

定していることがわかる．これは，時間帯の初期に待

ち行列を発生させると，後々までその影響が残存する

という待ち行列の“時間的外部性”に起因するもので

ある．この外部性のため，時間帯の初期には，なるべ

く待ち行列を発生させないように発行数を少なく設定

している．また，時間帯を通じて，ボトルネック容量

)(* tλ

µよりも少ない発行枚数が最適となる． 

時刻 t 

0.8 µ

0.9 µ  

µ

5
2
1

5.0
1.0

=
=
=
=
=

α
α
α
α
α

20 40 60 

図－３ αと最適発行パターンの関係（ r = 1）
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損失の期待値  }E{l
最適発行数  )(* tλ

フロンティア 

r低 

r = 1  

損失の分散Var  }{l

r高

図－５ フロンティア図（α = 1） 

（２）α と最適発行パターンの関係 
待ち行列による時間損失を重み付けするパラメータ 

α と最適発行パターンの関係を，図－３に示す．図よ
り，α を小さく（大きく）設定する場合，発行数を
少なく（多く）設定することがわかる．これは，待ち

行列時間とスケジュール･ディレイのトレード･オフ関

係から，スケジュール･ディレイを増やしても待ち行

列時間を発生させない発行パターンが最適となるため

である． 
 
（３）r と最適発行パターンの関係 
図－４は，リスク回避度 r を変化させた場合にお
ける，最適な権利発行枚数 の時間的推移を示して

いる．図より，r を大きく（小さく）設定するほど，
経済損失の分散 （期待値 ）を回避する傾

向が強まることがわかる．具体的には，

*λ

}{Var l }{E l
∞→r のと

き経済損失の分散 となる発行パターン

（ = 0.78）が最適となる．逆に， の場合，経

済損失の期待値 が最小となる発行パターンが最

適となる．  

0}{Var →l
*λ 0→r

}{E l

 
（４）フロンティア図 

問題(11)の解は，リスク回避度 r を固定した場合，
利用者一人当たりの経済損失の期待値 と分散

の空間上に1点プロットできる．さらに，r を
変化させて問題(11)を解くと，損失の期待値 と分

散 の空間上に，曲線“フロンティア”が図－

５に示すようにひける．フロンティアは，あるリスク

回避度 r 毎に，これ以上利用者の不効用を改善する
ことができない限界点をプロットし，さらに，r を連
続的に変化させた場合の限界点を連ねた曲線である． 

}{E l
}{Var l

}{E l
}{Var l

ここで，リスク回避度 r が大きい（小さい）利用
者ほど，経済損失の分散 （期待値 ）を回

避して，フロンティア上を へシフトする． 

一般的な利用者は，ある程度損失の分散 を回

避する傾向があると考えられるため， と

の組み合わせを最小化する発行パターンが最適となる．  

}{Var l }{E l
0}{Var →l

}{Var l
}{E l }{Var l

 
５．おわりに  

 

本稿では，利用者の確率的な到着を考慮した上で，

利用者全体の期待総不効用を最小化する問題を定式化

し，ボトルネック通行権の最適発行パターンを解析し

た．その結果，最適発行パターンは，次の４点の特性

を持つことがわかった：  
(1) 通勤時間帯の初期は発行数を少なく設定し，徐々
に増加， 
(2) 発行数をボトルネック容量より少なく設定， 
(3) 待ち行列時間を重く評価する場合，通勤時間帯を
通じて発行数を少なく設定， 
(4) リスク回避傾向が高い場合，通勤時間帯を通じて
発行数を少なく設定． 
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図－４ rと最適発行パターンの関係（α = 1） 

時刻 t 

µ  

∞=
=
=
=

r
r
r
r

10
1
0

0.9 µ  

0.8 µ  

20 40 60 

 4




