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1. はじめに

社会基盤施設の整備・運用プロジェクト (以下，IPと

書く)は，一般に，社会・経済的側面と財務的側面の２

つの観点から評価される．前者は，従来から土木計画

学分野の重要課題と認識され，その代表的方法である

経済的便益費用分析に関する多くの研究が，理論・実

証の両面から，蓄積されてきた．一方，後者は，通常，

IPに限らない一般的な実物投資プロジェクトでも実施

される．そのためか，土木計画分野では，財務的な分

析・評価法に関しては，研究の必要性すら顧みられて

こなかったきらいがある．

しかし，近年，IPにおいても，財務的観点からの分

析と評価の重要性が高まりつつある．その背景は，先

進諸国で，IPへの民間・市場からの資金・ノウハウの

導入，及びリスク管理の必要性が要請され始めたこと

にあろう．実際，わが国でも，IPの民営化 (e.g.,道路公

団)，PFIや証券化スキーム (e.g.,熱海観光道路)による

事業実施が始まりつつある．また，リスク管理につい

ても，’90年代のバブル経済破綻や経済のグローバル化

進展といった事業環境の変化を経験し，その必要性の

認識が高まっている．このような潮流は今後も続くと

考えられ，そのための方法論を体系的に構築してゆく

ことは，土木計画学においても重要な課題である．

財務 (ファイナンス)論的にみれば，IPは，その事業

から発生するキャッシュ・フロー流列を受け取る権利に

過ぎない．この一見単純な権利の財務的評価は，実は，

みかけほど易しいものではない．もちろん，仮に一定の

経済条件下での確定的なキャシュ・フローが保証される

なら，その評価・分析は極めて単純である．しかし，現

実には，事業をとりまく経済環境 (e.g., .金利・為替・景

気)は一定ではなく，長期にわたって発生するキャシュ・

フローも確実な予測の困難な確率過程である．これら

の不確実性から発生する動的な “経済リスク” を適切に

分析・評価するためには，首尾一貫した理論的枠組みが
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必要である．また，社会基盤施設の安定的な運用のた

めには，経済環境の変化に応じたフィードバック的意

志決定によって，経済リスクを制御 (“リスク・ヘッジ”)

する方法も求められるであろう．

このような経済リスクを考慮した IPの財務的分析・

評価の方法論は，その必要性にも関わらず，未だ確立・

普及しているとは言い難い．実際，IPにおける財務的

評価は，古典的な会計学の枠組での分析にとどまり，リ

スクの考慮は，期待純現在価値法や修正割引率法といっ

た素朴な手法で対処しているのが現状である．これら

は，アド・ホックな便法に過ぎず，事業が抱える動学的

なリスクをシステマティックに評価しうる論理構造を備

えていない．さらに，従来手法は，市場で観測される

資産・証券価格に含まれている “リスクの市場価格” に

関する情報を十分に活用していない．そのため，主観

的・恣意的な評価に陥りやすいのみならず，例えば，事

業契約に含まれる “オプション価値” の計量，あるいは

金利変動リスクの計量といった動学的な問題を市場情

報と矛盾無く扱うことは難しい．

一方，ファイナンス分野では，証券 (金融・資本)市

場で取引される金融資産を対象として，その合理的評

価および投資・運用に伴う動学的リスク制御のための

理論が発展してきた．その代表的理論がオプション (条

件付請求権)価格理論である．また，この理論を中心と

する金融リスク管理法の研究は，数学，情報科学，計算

工学等の諸分野と融合し，ファイナンス工学 (Financial

Engineering)と呼ばれる一大分野を形成している．そし

て，そこで開発されたリスク計量化・制御技術の普及

は，世界中の金融・資本市場構造やファイナンス実務

を劇的に変化させるに至っている．

金融資産であれ，IP(あるいは一般の実物投資事業)で

あれ，ファイナンス論的には，確率的キャッシュ・フロー

を受取る権利契約である．従って，IPのリスク評価・

管理法として，ファイナンス工学的アプローチを検討

してみることは，極めて自然である．ただし，従来の

ファイナンス工学は，(主に)証券市場で取引される資

産を対象とした方法論であり，IPのような複雑・大規

模な実物投資プロジェクトに，そのままナイーブに適

用できるものではない．実際，2章で説明するように，

1



IPの財務的評価のためには，従来のファイナンス理論

をいくつかの方向に拡張／一般化した理論が必要であ

る．本稿では，そのために筆者らが行なった研究を簡

潔に紹介し，今後の研究課題・展望を議論する．

本稿の構成は以下の通りである．まず，第 2章では，

従来の (金融・リアル)オプション理論を IP評価へ応用

することの可能性と限界を議論する．次に，第 3章お

よび第 4章では，これら理論の融合と拡張を企図した

筆者らの研究を紹介し，今後の研究課題を述べる．よ

り具体的には，第 3章では，実物投資プロジェクトの

“不完備市場リスク” を考慮した上で，その財務的価格

を動学的に評価する方法を示す．第 4章では，実物投

資プロジェクトの特徴である “意思決定の柔軟性と連鎖

性” を一般的に扱うことのできる “オプション・グラフ

理論” を紹介する．最後に，第 5章は，まとめである．

2. 従来研究と本研究の考え方

(1) 従来のオプション理論の特徴と限界

オプション価格理論，及び，それを含む金融資産価格

理論全般の体系的内容は，膨大な数の出版物 (例えば，

付録に記した様々なレベル・観点から書かれた教科書・

専門書)において，既に詳細に解説されている．従って，

以下では，ファイナンス理論における初等的用語・概

念に関する予備知識は与件とした上で，IPの評価に関

連する点のみに限定したオプション理論の特徴と限界

を簡潔に議論する．

Black and Sholes1), Merton2)に始まる金融オプション

理論は，市場資産取引における無裁定条件のみに依拠

して，オプション価格を決定する．この理論では，通

常の均衡理論とは異なり，経済主体の選好条件 (e.g.,効

用関数)や市場の需給均衡条件は不要である．そのよう

なことが可能となる理由は，このアプローチが，オプ

ション価格を (観測されている)原資産価格の関数とし

て表現する，すなわち，“相対価格の理論” となってい

るからである．経済学的な意味の理解しやすい別の表

現をすれば，このアプローチは，Arrow-Debreuの (不

確実性下に拡張された) 一般均衡理論における条件付

請求権 (“Arrow-Debreu基本証券”) の価格を，観測され

る資産価格から “逆推定” する具体的な手続きを与え

ているのである．この事情は，古典的な Black- Sholes

理論であれ，より一般化・抽象化されたマルチンゲー

ル・アプローチ (e.g., Harrison-Kreps3)，Harrison-Pliska4),

Heath-Jarrow-Morton5),6))であれ，同じである．

このアプローチによってオプション価格を一意的に

決定できるのは，観測資産価格から Arrow-Debreu基本

証券価格を一意に推定できる場合である．これは，離

散的な状態空間なら，将来起こりうる状態の数が，線

形独立なペイ・オフ・ベクトルを持つ資産の個数と同じ

か小さい場合，すなわち，“完備市場” の条件が満たさ

れる場合に限られる．具体的な資産取引 (リスク・ヘッ

ジ)操作と関係付けて言えば，当該オプションの取引が

もたらすリスクが，資産取引によって完全にヘッジで

きる (i.e.市場で取引される証券・資産を組み合わせた

動的ポートフォリオ運用によって，キャッシュ・フロー

を完全に replicateできる)場合を意味している．

このことは，標準的なオプション理論の適用限界を

意味している．すなわち，当該オプションがもたらす

リスクを資産取引によって完全にヘッジすることが不

可能な “不完備市場” では，この理論のみでオプション

価格を一意に決定することはできない．このオプショ

ン理論の限界が IPのリスク評価に与える問題点につい

ては，以下の (2)で，より具体的に説明する．

なお，相対価格アプローチと対になる “絶対価格ア

プローチ” は，市場の需給均衡概念に基づいて資産・

証券価格を説明する需給均衡理論 (e.g., CAPM:Cap-

ital Asset Pricing Model7),8),9) や，その動学版である

ICAPM: Intertemporal CAPM10), CCAPM:Consumption-

based CAPM11))である．そこでは，市場取引されてい

る全資産の価格は，経済主体の基本条件 (e.g.,効用関数，

生産関数，初期財産等)のみで表現されることになる．

この均衡アプローチは，不完備市場における資産価格

や経済厚生状態の本質的特性を解明するためには必須

であり，また，純粋理論的な枠組みとしては優れてい

る．しかし，現在までに確立している代表的消費者に

よる記述を用いた均衡理論は，その実証的妥当性に関

しては，“Equity Premium Puzzle12)” や “Risk-free Rate

Puzzle13)” に代表される多くの否定的結果が指摘されて

いる．従って，均衡理論アプローチは，現時点では，IP

のリスク計量化といった問題に適用できる段階にはな

いと思われる．

さて，上記の金融オプション理論や動的ポートフォリ

オ理論に見られるように，ファイナンス分野では，(対

象は金融資本市場に限定されているものの) 確率過程

としての状態表現や確率的制御理論をベースとする動

学的なリスク管理手法が定着している．このようなア

プローチを実物投資問題に適用する試みの一つとして，

従来から知られているのが，リアル・オプション理論

である．この初期の研究 (e.g., Brennan and Schwartz14),

McDonald and Siegel15),16)) は，不可逆な実物投資問題

において，投資を延期するオプションの価値と投資タ

イミングの決定法を与えている (これは，概念的には，

金融オプション理論におけるアメリカン・オプション

問題，あるいは，費用便益分析における準オプション

価値17),18)問題とほぼ同様の問題である)．その後，様々

な研究と応用が進展し (例えば，Dixit and Pindyck19)参
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照)，最近では，土木計画分野においても，IPを念頭に

置いた理論の拡張が進められている．

しかし，従来のリアル・オプション研究の大半は，プ

ロジェクト・リスクと金融市場の完備性・不完備性に

関しては，乱暴／無頓着な扱いをしている．すなわち，

プロジェクトのキャッシュ・フロー変動が， 1©完備市場
リスクか， 2©完全に不完備リスク;という両極端な仮定

の場合しか扱っていない．前者は，金融市場で完全に

リスク・ヘッジできる，つまり，実物投資プロジェクト

と金融オプションとの間に (理論的には)何ら相違がな

い場合である．後者は，プロジェクトのリスクは，金

融資産の取引では全くヘッジできない場合である．い

ずれも，IPの定量的リスク分析を考える上では，結局，

金融オプション理論以上に有用な情報を与えていると

は言い難い．

これに加え，従来のリアル・オプション理論を IPの

定量的リスク分析に適用しようとすると，モデル化さ

れている意思決定構造の限界に遭遇するだろう．従来

研究の大半は，概念的分析 (モデルの定性的性質や経済

学的解釈の導出)を指向しているため，非常に限定的な

仮定下での “toy model”を扱ったものが大半である．す

なわち，解析解が得られるような極端に簡略化された

問題のみを対象としているため，その理論は，多くの

IPで重要となる連鎖的な意思決定構造を明示的に考慮

できない．この問題点については，以下の (3)で，より

詳しく説明する．

(2) プロジェクトの経済リスクと不完備市場

IPにおけるキャッシュ・フローの確率的変動は，金融・

資本市場で取引されている資産価格・経済状態変数と

何らかの相関を持つ場合が多い．しかし，その確率変

動は，市場でヘッジできない経済リスク要因にも依存

するのが普通である．例えば，IPで受け取ることので

きるキャッシュ・フロー P(t)，および市場取引されてい

るある資産の価格 S(t)が，各々，

dP(t)/P(t) = µP dt + σ1,1 dW1(t) + σ1,2 dW2(t), (1)

dS(t)/S(t) = µS dt + σ2,1 dW1(t), (2)

ここで，W1，W2 は独立な標準Wiener過程，と表現で

きたとしよう．このとき，２つの確率過程は共分散が

σ1,1σ2,1の相関をもつ．しかし，これらは，完全相関し

ているわけではない；リスク要因W1に起因する Pの確

率変動は，市場資産 Sとの適切な組合わせにより完全

にヘッジできるが，リスク要因W2に起因する確率変動

まではヘッジできない．すなわち，IPのキャッシュ・フ

ローは，市場ではヘッジできない “不完備市場リスク”

に曝されている．従って，完備市場を仮定した金融オ

プション理論を，IPの評価に，そのまま適用すること

は妥当ではない．実際，そのようなナイーブな理論の

適用 (誤用)は，市場取引されないリスク要因W2を完

全に無視するというリスクをとっていることになる．

このような問題意識から，赤松・長江20)は，IP等の

実物投資事業の価格評価を，“不完備市場” におけるオ

プション評価問題ととらえた新しいアプローチを提案

した．すなわち，事業は， 1©確率的な “状態変数” の関

数として定義されたペイ・オフを持つオプション (条件

付請求権)であり， 2©その状態変数は，市場で取引可能
な資産・証券の売買によってヘッジ可能なリスク要因

とヘッジ不可能なリスク要因から構成されると考える．

そして，オプション評価問題を，市場で観測される資

産・証券価格情報と無裁定条件から上記リスク要因の

価格 (ひいては，オプション価格)を推定する “逆問題”

ととらえる．その上で，この逆問題に，不完備市場リ

スクの価格を推定するための最小限の仮定を追加した

モデルを定式化し，そのメカニズムおよび特性を明ら

かにした．さらに，長江・赤松21)では，この枠組みを，

権利行使時点も選択可能なオプションへと拡張してい

る (筆者らの研究と関連する従来研究のよりテクニカル

なレビューについては，赤松・長江20)を参照)．第 3章

では，この具体的な内容を紹介し，さらに，これに関

連した今後の研究課題を議論する．

(3) プロジェクト意志決定の不可逆性・柔軟性と連鎖性

IPは，一般に，様々な経済活動状態 (以下，“アクティ

ビティ”) から構成される．そして，事業主体は，(原理

的には)不確実に変動する状況に応じて，これらのアク

ティビティを切り替えることができる．例えば，不動

産施設運用事業において，施設の遊休化および運用再

開が可能な場合を考えよう．この場合，施設を運用し

ている状態，および施設を遊休させている状態のそれ

ぞれがアクティビティに相当し，事業主体は，時々刻々

変動する施設需要に応じて，需要が低迷した時には運

用から遊休へ，その後，需要が回復した時には遊休か

ら運用へとアクティビティを切り替えられる．

このような意思決定は，“アクティビティを切り替え

られる権利 (オプション)” の行使と見なすことができる．

そして，当該プロジェクトは，こうしたオプションの

集合から構成される “複合オプション” と捉えることが

できる．一般に，これらのオプションの行使は，複雑

な相互依存関係をもつ．すなわち，あるオプションの

行使によって，新たなオプションの獲得，あるいは既

得オプションの喪失が起こる．そのため，個々のオプ

ションの価値を独立に評価することは出来ない．この

ように，IPの財務的評価や意思決定を適切に実施する

には，権利行使の連鎖的構造を明示的に導入した複合

リアル・オプション問題の分析手法が必要である．
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複合オプション評価法の必要性は，従来，リアル・オ

プション理論，土木計画分野等においても指摘されて

おり，いくつかの先行研究がある．しかし，それらは，

個別的・部分的な拡張であり，任意の連鎖的意思決定構

造を扱える一般的な枠組みまでは示されていない．ま

た，より実際的な条件 (e.g.,プロジェクト環境・制約の

非定常性，一般的なキャッシュ・フロー過程等)を導入

したうえでリスクを計量化できる一般的計算法も開発

されていない (従来研究に関するよりテクニカル・詳細

なレビューについては，長江・赤松22)を参照)．すなわ

ち，従来の理論は，複雑な連鎖的意思決定構造を持つ

実際の社会基盤施設の投資・運用問題を対象とした計

量分析に耐えるとは言い難い．

このような従来理論の問題点を受け，赤松・長江23)，

長江・赤松22)は，任意の連鎖的な権利行使構造をもつ

複合リアル・オプション問題をシステマティックに記述・

分析し，効率的計算法を見通しよく開発するための枠

組を提案した．具体的には，第 1に，連鎖的意思決定

構造をもつプロジェクトを，それを構成するサブ・オ

プションからなる有向グラフ (以下，“オプション・グ

ラフ”) として表現する枠組を提案し，複合リアル・オ

プション問題を定式化した．第 2に，この問題が，時

間およびグラフ構造の各々に関して分解できることを

明らかにした．これにより，非常に複雑で大規模な問

題を，より小規模なサブ問題を逐次的に解く問題に帰

着させられる．第 3に，そのサブ問題が，一般化相補

性問題 (GCP:Generalized Complementarity Problem)に

帰着することを明らかにし，効率的な数値解法を開発

した．第 4章では，この具体的な内容を紹介し，さら

に，これに関連した今後の研究課題を議論する．

3. 経済リスクを考慮したプロジェクトの財務
的価格の動的評価

本章では，赤松・長江20)および長江・赤松21)で提案し

た，IPを不完備市場における資産と見なしてその取引

価格を定量的に評価するための方法を解説する．本章

は以下のように構成される．まず，(1)～(3)において，

2時点-離散状態の枠組を用いて，筆者らの研究の基本

的考え方を簡単に解説する．ここでの分析は，連続時

間-連続状態の枠組へ一般化した上で，オプションの買

手がペイ・オフを得る (権利を行使する)タイミングを

選択できるモデルへと拡張できる．その詳細および数

値計算方法については，筆者らの研究20),21)を参照され

たい．続いて，(4)では，こうした一般的枠組の下での

数値計算例を用いて，筆者らの手法と，従来の (“完備”

あるいは “完全に不完備” な市場を想定した)手法との

価格評価結果の違いを示す．最後に，(5), (6)では，本

手法とよく似た数理構造を持つモデルとして “あいまい

性” 回避性向および robust期待効用モデルに着目した研

究を紹介し，本研究との位置付けを明らかにした上で，

関連する研究課題を述べる．

(1) 2時点-離散状態モデル

期首 (t = 0)と期末 (t = T)の 2時点を考える．期末

で生起する事象の集合を K ≡ {1, · · · ,K}で表現し，各
事象の生起確率を P ≡ {P(1), · · · ,P(K)}とする．
資産市場において，1種類の安全資産 (e.g.,債券)と

N種類の危険資産 (e.g.,証券)が取引されているとする．

安全資産の期首価格を 1，期末価格をR(> 1)とする．危

険資産のインデクス集合を N ≡ {1, · · · ,N}とし，n番目

危険資産の期首価格を sn，期末で事象 kが生起したとき

の価格を Ŝn(k)で，それぞれ表わす．危険資産の期末価

格を安全資産価格で正規化したものを Sn(k) ≡ Ŝn(k)/R

とする．以下では，これらを

s≡



s1

...

sN


,S≡


S(1) · · · S(K)


≡



S1(1) · · · S1(K)
...

. . .
...

SN(1) · · · SN(K)



とベクトル表記する．

期末において (割引き後の)収益 {F(1), · · · , F(K)}を発
生させる事業 (i.e.,期末収益 {F(k)}に対する請求権)を

想定し，その事業の期首での市場取引価格 (事業価格)

を求める問題を考えよう．

まず，市場に裁定機会は存在しない，すなわち，“元

手 0で正の期待利潤が得られるような投資戦略は存在

しない” とする．この条件は無裁定条件と呼ばれ，以下

の式を満たす Q ≡ {Q(1), · · · ,Q(K)}, Q(k) > 0,∀kが存在
することと等価であることが知られている3)．

EQ [S] ≡
∑

k∈K
Q(k)S(k) = s (3)

ここで，QはPに対する等価マルチンゲール測度 (EMM:

Equivalent Martingale Measure)と呼ばれ，EQ [·]は確率
測度 Qの下での期待値演算を表す．無裁定条件下では，
任意の資産の期首価格は，EMMの下での期末価格の期

待値に等しい．これより，無裁定条件を満足するよう

な対象事業の期首価格 (以下，事業価格)は，Qの下で
の事業収益 {F(k)}の期待値C = EQ [F] として求められ

る．従って，事業価格を求める問題は，式 (3)からQを
推定する逆問題に帰着する．

本章が対象とする不完備市場とは，当該事業から発生

するキャッシュ・フローを，市場資産の取引で replicate

できないことを意味している．すなわち，市場が不完備

であるとは，数学的には，独立な市場資産の数 rank(S)

が，期末に起こり得る状態の数 K よりも少ない場合と

して表現される．このため，不完備市場においては，無

裁定条件 (3)のみから EMM Q (ひいては事業価格)を一
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意に決めることは不可能である．そこで，事業契約の

売手と買手の間の合理的行動—買手は無裁定条件を満

足する中で，なるべく安く買おうとし，売手は極力高

く売ろうとする—を導入することで，事業価格の上限

および下限を求めることを考える．これらは，それぞ

れ，以下のように定式化される．

[PB-0] CB ≡ min.
Q

EQ [F] , s.t. (3).

[PS-0] CS ≡ max.
Q

EQ [F] , s.t. (3).

ここで，事業価格の下限 CB および CSを，それぞれ，

買手価格および売手価格と呼ぶ．

(2) 主問題：KL 情報量制約付き EMM 推定問題

一般に，無裁定条件のみの下での問題 [PB], [PS] は，

買手価格CBあるいは売手価格CSが発散し得るという

問題がある．これは，その最適性条件が特異 (singular)

な線形逆問題となり得るからである．本節では，この

価格の発散問題を回避するために筆者らが提案した手

法20),21)の概念的モデルを解説する．具体的には，まず，

問題 [PB-0], [PS-0]に，客観的確率測度 Pから EMM Q
へのKL(Kullback-Leibler)情報量に対する下限制約を追

加した問題を定式化する．次に，こうして定式化され

た問題の最適性条件を導出し，それを利用した事業価

格の計算方法を示す．

筆者らの研究では，無裁定条件と KL 情報量制約下

での EMM 推定問題をより見通し良く扱うため，確

率的割引ファクター (SDF: Stochastic Discount Factor)

アプローチを採用している．このアプローチは，資

産評価モデルの実証的検証の枠組として，Hansen and

Jagannathan24),25)によって提案されたものである．ここ

で，SDFとは，Arrow-Debreu状態価格に対応する確率

変数であり，前節の枠組においては以下のように定義

される.

Λ(k) ≡ Q(k)/P(k), ∀k ∈ K.

この SDFを用いれば，当該事業の事業収益の，EMM Q
下での期待値 (i.e.事業価格)は，以下の式：

EQ [F] ≡ EP [ΛF] =
∑

k∈K
P(k)Λ(k)F(k) (4)

で表される．ここで，EP [X] ≡ ∑
k∈K P(k)X(k)は客観的

確率測度 Pの下での期待値演算を表す．また，確率測
度PからQへの KL 情報量は，この SDFを用いた以下

の式で定義される．

H(Q,P) ≡ −
∑

k∈K
Q(k) ln

Q(k)
P(k)

= −EP [Λ ln Λ] . (5)

筆者らのアプローチでは，無裁定原理のみに基づく

事業価格最小化問題 [PB-0]に対して，KL 情報量の下限

を追加的に設ける．この問題は，SDF {Λ(k)}を未知変

数とする以下の問題として定式化できる．

min.
ΛB

EP [ΛBF] , s.t.(3), and− EP [ΛB ln ΛB] ≥ Ĥ.

この問題は，問題 [PB-0]を KL 情報量によって正則化

した以下の問題：

[PB] min.
ΛB

EP
[
ΛBF +

1
γ

ΛB ln ΛB

]
, s.t.(3).

と 1対 1対応関係にある．すなわち，問題 [PB]のパラメ

タ 1/γが，KL 情報量の下限制約 Ĥに対応した Lagrange

乗数として与えられるならば，上記 2つの問題は等価

である (この関係は，後述するように，KL 情報量の下

限 Ĥの意味を議論する上で鍵となる)．

問題 [PB]の最適性条件より，買手にとっての最適SDF

{Λ∗B(k)}が従う以下の Logit式を導出できる．

Λ∗B(k) =
exp

[−γ {F(k) − θB
′S(k)}]

EP
[
exp

[−γ {
F − θB

′S
}]] , ∀k. (6)

ここで，θB ∈ RN×1は無裁定条件式 (3)に対するLagrange

乗数である．売手についても同様に，KL 情報量制約付

き事業価格最大化問題の最適性条件から，売手にとっ

ての最適 SDFΛ∗Sが導出できる．

事業価格の最小値 (買手価格)，最大値 (売手価格)は，

各取引主体の最適 SDFを用いた以下の式で計算できる．

CB = EP
[
Λ∗BF

]
, CS = EP

[
Λ∗SF

]
. (7)

(3) 双対問題—拡張 super-hedging問題

買手の SDF(6)を問題 [PB] の Lagrangianに代入して

整理すれば，以下の双対問題が得られる．

[DB] max.
θB

−1
γ

lnEP
[
exp

[−γW]]
+ θB

′s

s.t.W(k) ≡ F(k) − θB
′S(k), ∀k, (8)

問題 [DB]に対しては，以下のような経済学的解釈を与

えられる．まず，買手が期首にポートフォリオ θBを空

売りして得た収入 θB
′sで事業権を購入し，期末に事業

収益 F(k)からポートフォリオの買戻費用 θB
′S(k)を支

払うとしよう．このとき，W(k) ≡ F(k) − θB
′S(k) は，

買手の期末での富を表す．次に，取引主体が富 xに対

して，絶対危険回避度一定 (CARA: Constant Absolute

Risk Aversion)型の効用関数U(x) ≡ − exp
[−γx

]
を持つ

と仮定し，確率的な富 {W(k)}に対する確実性等価 (CE:

Certainty Equivalent)WCEをU(WCE) ≡ EP [U(W)]と

して定義する．これをWCEについて解けば，以下の式

を得る．

WCE = −1
γ

lnEP
[
exp

[−γW]]
. (9)

これより，双対問題 [DB] は，期首の富 θB
′sと (CEで

測った)期末の富WCEの和を最大化するようなポート

フォリオ問題と解釈できる．

5



ここで，EMM推定問題 [PB]と効用最大化問題 [DB]の

双対関係を確認しておこう．双対問題 [DB]のポートフォ

リオ戦略 θBは，主問題 [PB]の無裁定条件 (3)のLagrange

乗数である．一方，主問題 [PB]の SDF (Arrow-Debreu

状態価格) {ΛB(k)}は，双対問題 [DB]の self-financing条

件 (8)の Lagrange乗数となっている．これより，本手

法は，無裁定原理に基づく EMM 推定問題と，効用最

大化原理に基づくポートフォリオ選択問題とを双対関

係として結びつけたものであると言える．

さらに，前節で述べたように，双対問題 [DB]におけ

る事業取引主体の絶対危険回避度 γは，主問題 [PB]の

KL 情報量制約の Lagrange乗数であり，その値は，KL

情報量の下限 Ĥと 1対 1の関係にあることに注意され

たい．このことは，KL 情報量の下限 Ĥ をパラメタと

して与える際に，様々な実証研究で確認されている危

険回避度 γの妥当なオーダーを活用できることを示唆

している．

(4) 数値計算例—有料道路事業売却権

前節までで示した主問題と双対問題の関係は，連続

時間-連続状態の枠組，および買手が権利行使タイミン

グを選択できる状況へも一般化できる．そして，筆者ら

は，この関係を活用することで，オプション価格の具体

的な計算方法を開発している20),21)．本節では，この解

法を用いた数値計算例を示そう．その対象として想定

するのは，時々刻々変動する交通量に応じて事業収益が

変動するような有料道路事業を，[0,T]の事業期間中に

いつでも売却できる権利 (American put option)である．

例えば，BOT (Build-Operation-Transfer)型の有料道路

事業契約において，請負者が発注者に事業を売却する

タイミングを選択できる場合がこれに該当する．本節

では，解の性質をより明らかにするために以下の 2つ

の仮定を置く：まず，資産市場において 1種類の安全

資産と，1種類の “代表的” な危険資産のみが取引され

ているとする．次に，当該有料道路運用事業の価値1の

確率的変動と危険資産の価格の確率的変動と相関係数

が所与の定数 ηで与えられるとする．‖η‖ = 1の場合は

事業価値 (ひいては売却権価格)の変動を市場資産価格

で完全にヘッジできる完備市場を意味し，η = 0の場合

は市場資産取引で事業価値の変動をヘッジすることが

全くできない状況を表わす．

図–1は，横軸に上述の相関係数 ηを，縦軸に事業売

却権の売手・買手価格をプロットしたものである．図

中の 8本の曲線の内，上側の 4本の太い実線および点

線は売却権の保有者 (買手)が売却タイミングが選択で

きる場合 (American option)の価格，下側の 4本の細線
1 本来，この有料道路の価値は，道路料金と交通需要が決定づけ
るキャッシュ・フロー流列の期待純現在価値として，予め計算し
ておく必要がある．

図–1 事業価値と資産価格の相関係数と売却権価格

はタイミング選択が無い場合 (European option)の価格

を表わす．それぞれの場合について，実線は売手・買手

のリスク回避度 γが比較的高い場合で，点線は γが比

較的低い場合を表わす．それぞれの売手・買手価格を表

わしている．

この図より，以下の 2つのことが判る．第 1に，完

備市場 (η = 1)を仮定した従来の (金融)オプション評価

手法は，市場の不完備性を考慮した本手法に対し，(買

手価格，売手価格共に)過大評価となる傾向にある．こ

れは，従来の手法が不完備市場リスク (i.e.,資産取引で

ヘッジし切れないリスク)を完全に無視しており，それ

らが取引主体の危険回避性向を通じて取引価格に及ぼ

す影響を考慮できていないことを示唆する．第 2に，相

関係数の絶対値 ‖η‖が小さく危険回避度 γが大きいほ

ど，売却権の買手価格と売手価格との差が増加する．こ

れは，||η||が小さいほど不完備市場リスクが大きくなり，
γが大きいほど，この不完備市場リスクに対して各取引

主体が “感じる” 費用 (プレミアム)が増加することを反

映している．

(5) あいまい性回避性向と robust期待効用アプローチ

前節までで示したKL情報量制約アプローチは，近年，

資産評価理論の実証分析の分野で注目されている robust

期待効用アプローチと多くの類似点を持つ．Robust期

待効用アプローチは，Knight流不確実性 (Knightian un-

certainty,あるいは “あいまい性”) 回避性向を明示的に

考慮した意志決定・リスク評価問題の扱いやすい表現・

分析手法として位置付けられる．本節では Knight流不

確実性回避の枠組および robust期待効用アプローチを

俯瞰し，続く (6)でこれらを採用した最近の研究と筆者

らの研究を比較しながら関連する研究課題を述べよう．

本稿における Knight流不確実性とは，将来の利得が

確率的に変動する状況において，将来の事象の生起確

率が判らないものを指す．この定義は，Knight26)が，確
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率的状況を，生起確率が既知である “リスク” と，生起

確率が未知である “(真の)不確実性” とに分類したこと

に対応する．

Ellsberg27)は，Knightの不確実性を “あいまい性”(am-

biguity)と呼び，このような状況下では意志決定主体が

リスク回避的だけでなくあいまい性回避的 (ambiguity

averse)となることを，“Ellsbergの壷” と呼ばれる以下

の心理実験によって示した．

2つの壷 A,Bを用意する．被験者には，それ

ぞれに赤玉と白玉が合わせて 100個入ってお

り，壷 A については赤玉と白玉が各 50個づ

つ入っていることを知らせる．ここで，被験

者に以下の賭けを提案する．どちらかの壷を

選び，そこから無作為に引いた玉が赤なら 1

単位の利得を獲得し，白なら 1単位の損失を

被る．この場合，(主観的確率で考える限りど

ちらの壷でも期待利得は 0であるにも関わら

ず)殆どの被験者が壷 A を選ぶ．

Ellsbergは，こうしたあいまい性回避性向が，von Neu-

mann and Morgenstern28)や Savage29)の (単一の)主観的

確率を用いた期待効用理論では，どのような効用関数

を仮定しても説明できないことを示している．

Knight流不確実性 (あいまい性)下での意志決定問題

に対する先鞭は Gilboaおよび Schmeidlerによって付

けられた．彼らの貢献は以下の 2点に要約される．第

1に，Gilboa30)および Schmeidler31)は，凸な非加法的確

率 (nonadditive probability)2と Choquet積分の概念を用

いた期待効用 (CEU: Choquet Expected Utility) を導入

して Savage29)の公理系を弱めることであいまい性回避

性向が説明できることを示した．第 2に，Gilboa and

Schmeidler32)は，あいまい性回避的な意志決定主体の行

動が，以下の通常の加法的確率を用いた maxmin期待

効用 (MMEU: Maxmin Expected Utility)最大化問題：

[MMEU] max.
θ

min.
Q⊂C

EQ [U(W)] , s.t. (8).

としても表現できることを示した．ここで，Qは意志
決定主体の信念 (prior，あるいは主観的確率測度)，Cは
その集合 (set of priors)を表わす．[MMEU]は，投資家

が将来の確率的収益 {W(k)}を “悲観的” に評価する自

らの信念 Qを選び，その信念の下での期待収益を最大
化するように投資戦略 θを決定することを意味してい

る．なお，CEUは適切な信念集合 Cの下での MMEU

と等価となることが知られている (例えば尾崎33))．
2状態空間 Ω と Ω 上の代数 (algebra)F からなる可測空間 (Ω,F )
上を定義する．関数 P : F → [0,1] が以下の 4つの条件：

P(∅) = 0, P(Ω) = 1

A ⊆ B⇒ P(A) ≤ P(B), ∀A, B ∈ F
P(A∪ B) + P(A∩ B) ≥ P(A) + P(B)

を満たすとき，P は凸な非加法的確率と呼ばれる．

問題 [MMEU]は，Epstein and Wang34)によって多時点

の枠組へ拡張され，さらに，Chen and Epstein35)によっ

て連続時間-連続状態の枠組へと一般化された．これに

より，MMEUアプローチは，概念的・抽象的な枠組で

の定性的分析に留まらず，現実的なファイナンス理論

の枠組における定量的分析へとその適用範囲を広げて

いる．

さて，問題 [MMEU]においてはどのように信念集合

C を決定するかが鍵となる．Hansen and Sargent36)や

Andersonら37)が提案した Robust期待効用アプローチ

(REU:Robust Expected Utility)は，この信念集合を客観

的確率測度と，確率測度間の “距離” の概念を用いて定

義することで，数理的にも数値的にも取り扱いを容易

にした手法と見なせる．このアプローチでは，信念集

合を以下のように定義する．

C(P, H̄) ≡ {Q|E(Q,P) ≤ Ē}. (10)

ここで，Pは，何らかの方法で推計された客観的確率
測度である．E(Q,P)は Pと信念 Qとの間の相対エン
トロピーであり，以下の式で定義される．

E(Q,P) ≡ −H(Q,P) = EQ
[
ln

dQ
dP

]
= EP [Λ ln Λ] . (11)

信念集合に式 (10)を採用した [MMEU]は，客観的確

率測度と信念との距離 H(Q,P)にパラメタ 1/ξ を乗じ

て目的関数に加えた以下の問題

[REU] max.
θ

min.
Q

EQ [U(W(θ))] +
1
ξ
E(Q,P).

と 1対 1の関係にあることが知られている38)．ここで，

ξは，あいまい性回避度 (ambiguity aversion)と呼ばれ，

投資家が客観的確率測度 Pおよびその根拠となるデー
タやモデルをどれだけ信用しているか (あるいは客観確

率Pと乖離した信念Qを持つことへの不効用の大きさ)

を表わすパラメタと解釈できる：ξ → 0となるとき，投

資家は客観的確率 P を信念として採用し，ξ → ∞ と
なるとき，投資家はあり得る確率測度の中で最悪のも

のを信念として選ぶ．この故，問題 [REU]の枠組みは，

Savage29)型の単一信念 (single prior)期待効用モデルを

特殊ケースとして含む，一般化された枠組と見なせる．

(6) 本研究との位置付けと今後の研究課題

前節で示したあいまい性回避性向およびREU (Robust

Expected Utility)アプローチについては，近年，意志決

定科学の分野のみならず，多くの分野で理論の精緻化

および実証的知見の蓄積が盛んに行なわれている．本

節では，これらの研究に対する筆者らの研究の位置付

けを確認し，関連する今後の研究課題を述べよう．

第1に，筆者らが提案した不完備市場での “相対的” IP

価格評価手法に対し，マクロ経済動学の分野では，(代表

的消費者均衡概念に基づいた) “絶対的” 価格評価モデル
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にあいまい性回避性向の概念を組み込んだモデル (以下，

CAPM-A: CAPM under Ambiguity)を用い，その含意を

分析する研究が盛んに行なわれている34),35),39),40),41),42)．

これらの研究では，収益が (Knightの意味で)不確実な

資産に対して投資家が要求する “あいまい性プレミア

ム” によって，資産市場で観測される各種の puzzle—

equity premium puzzle, resk-free rate puzzle, etc. —を説

明し得ることが示されている．ここで，投資家が REU

最大化原理に従うときのポートフォリオ選択問題 [REU]

は，本研究で示した買手の行動 [PB]に良く似た数理的

構造を持つ．事実，問題 [REU]の主観的確率 Q∗と客観
確率 P間の Radon-Nikodym微分 Λ ≡ EP [ dQ/dP] は，

式 (6)と同様の Logit式で表わされる．この故，筆者ら

の提案手法21),23)を活用することで，CAPM-Aに対する

効率的数値解法を開発できるだろう．

ただし，筆者らのモデル [PB]とCAPM-Aとは，数学

的性質こそ似ているものの，それぞれの目的および用

途が異なる点には注意が必要である．筆者らのモデル

は，事業権 (オプション) の売手・買手が，各主体の “

ミクロ的” な行動原理に従うときの事業価格の上限・下

限を，無裁定原理と取引主体のリスク選好に基づいて

求めるものである．一方，CAPM-Aは，市場に参入す

る無数の投資家を代表的個人として “マクロ的” に表現

し，その消費・投資行動の均衡状態として (当該事業を

含む) 全ての資産価格を一意に決定する．技術的には，

CAPM-Aには無裁定原理は明示的に考慮されておらず，

問題 [REU]で求められる信念と，筆者の手法で求めら

れるリスク中立確率とが一致する保証はない (i.e.,問題

[REU]の解 Qの下で，任意の資産価格が martingaleに

なるとは限らない)．この点に留意すれば，筆者らのア

プローチは，無裁定原理を明示的に考慮した CAPM-A

モデルの構築および分析手法の開発といった方向にも

活用し得る．

第 2に，REUおよび筆者らの KL 情報量アプローチ

は，IPが直面するリスク管理における好ましいリスク

測度の開発にも活用し得る．従来，こうしたリスク測度

に関する議論はファイナンス分野において活発に行な

われてきた．特に，金融リスク管理において最も重要な

測度の一つとして浸透してきたVaR (Value at Risk)43)が，

整合的なリスク測度 (coherent risk measure)44),45)として

の要件を満たさないことが明らかにされて以来，新た

なリスク測度が数多く提案されている44),45),46),47),48),49)．

こうしたリスク測度の一つとして，(3)節で示した確実

性等価 (CE:Certainty Equivalent)や，それを動学的な枠

組へ拡張したもの47)が存在する．このことは，筆者ら

の研究が，リスク測度の開発とその計量方法として活

用し得ることを示唆している．

第 3に，近年，ゲーム理論においても，このあいまい

性の概念を導入した研究が進められている．これらの

研究の多くは，ゲーム理論の枠組に CEU原理50),51),52)

あるいは MMEU 原理53),54)を導入し，Nash均衡の概

念を一般化している．こうした “あいまい性ゲーム” と

古典的ゲームの枠組の関係は，例えば，Eichberger and

Kelsey55)などで整理されている．しかし，本稿で解説し

たような REU原理をゲーム理論に導入した研究は，筆

者らの知る限り存在せず，REUアプローチが持つ数理

的な取り扱い易さが，十分に活用されていないように

見える．そのため，本稿で紹介した REUの概念を導入

したゲームの枠組の構築は，今後の研究課題となり得

よう．なお，近年，土木計画分野においては，PFI事業

などの契約問題56),57)に対して，ゲーム理論を用いた分

析を行なう研究が進められている．こうした方向の研

究にも，上述のあいまい性ゲームや，REUゲームなど

の概念は応用できるだろう．

最後に，近年，IPに対して，防災に対する取り組みの

必要性，重要性が要請されている．地震や台風などの自

然災害は，本質的に，過去の経験やデータ不足から，そ

の発生頻度や被害規模にあいまい性が存在すると考えら

れる．このような状況下での合理的な (あるいは robust

な)意志決定問題に対して MMEU や REUアプローチ

を用いることは，ごく自然である．また，あいまい性回

避性向の概念は，通常の危険回避性向のみでは説明し切

れない災害再保険やキャット・ボンド (catastrophe-linked

bond)のプレミアムを説明する理論的枠組として活用で

きる．そして，筆者らの研究成果は，これらの問題の数

理特性の分析や定量的手法の開発に活用できるだろう．

4. オプション・グラフ：複雑な連鎖的構造を
持つ投資意思決定問題

本章では，赤松・長江23)および長江・赤松22)で提案

したオプション・グラフ・アプローチを解説する．本

章は，以下のように構成される：まず，(1)においてオ

プション・グラフの基本的考え方を述べる．続く (2)～

(6)では，対象とするオプション構造を限定した上で，

モデルの定式化，数理解析，および数値解法について

解説する：(2)ではオプション・グラフ問題の定式化を

行ない，(3)において，この問題の最適性条件を一般化

相補性問題 (GCP:Generalized Complementarity Problem

として記述する；(4)では，離散的枠組の下で，最適性

条件を有限次元 GCPとして表現する；(5)では，この

有限次元GCPがより小規模なサブ問題へ分解できるこ

とを示し，それを活用した効率的解法の考え方を述べ

る；(6)ではこの解法を用いた数値計算例を示す．最後

に，(7)では，GCPアプローチを用いた他の研究課題を

紹介する．
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図–2 オプション構造の分類

(1) オプション・グラフの基本的考え方

筆者らの研究23),22)が対象とする複合リアル・オプショ

ンは，以下のように定義される：時々刻々確率的に変

化する状態 (e.g.,交通量，貨物取扱量，為替，財価格な

ど)に応じてフィードバック的にアクティビティを変更

することでキャッシュ・フロー流列をコントロールでき

る権利．ここで，アクティビティとは，ある特定の経済

活動を行っている状態を指す．例えば，最もシンプル

なリアル・オプションとして，有料道路事業において，

交通需要の増加に応じて 1度だけ道路容量を拡張でき

る状況を考えてみよう．この場合，当該事業は，「容量

拡張前 (現状，Xで記述)」と「容量拡張後 (Yと記述)」

という 2つのアクティビティと，道路を拡張できる (X

から Yへアクティビティを変更できる)オプションから

構成されると見なせる．管理者 (オプション所有者)は，

この拡張にかかる費用 (サンク・コスト)を支払ってオプ

ションを行使することで，より多くの交通需要 (ひいて

は当該道路からの料金収入)を獲得できる．そして，一

度道路を拡張した後は，元の状態に戻す (i.e.,アクティ

ビティを Y から X へ変更する)ことはできない．この

ような一度きりのタイミング選択問題の意志決定構造

は，図–2 a)のように，アクティビティ X, Y に対応す

る 2つのノードと，X から Y への有向リンクとして表

現できる．以下では，この構造を単位オプション構造

と呼ぶ．

一般に，多くのプロジェクト意志決定は，タイミン

グ選択のみならず，様々な柔軟性を持ち，不可逆的なも

のと可逆的なものが混在している．従来，こうした柔

軟性や不可逆性/可逆性を扱うために，様々なリアル・

オプションが提案されてきた．これらのリアル・オプ

ションの権利行使構造は，いずれも，上述の単位オプ

ション構造を組み合わせた有向グラフとして表現でき

る．このオプション構造に着目することで，従来研究

が対象としてきた様々なリアル・オプション問題を，以

下の 6つのカテゴリに分類できる．

I) 単位オプション 一度きりの意志決定について，その

タイミングのみが選択できるオプション．意志決

定の種類 (e.g.,投資，参入，拡張，縮小，廃棄，撤

退)によらず，殆どのリアル・オプションがこのカ

テゴリに分類される．

II) タンデム型オプション ある意志決定を行なうこと

で，新たに別のオプションを獲得できるもの．タ

ンデム型オプションの構造は，図–2 b)のように，

複数の単位オプションが直列に連結したグラフと

して表現される．このカテゴリに分類されるオプ

ションとして，ファイナンス分野ではGeske58)の複

合オプションが挙げられる．リアル・オプション

の分野では，新技術採用オプション59),60),61)や多段

階オプション (multi-stage option)62)などがこのカテ

ゴリに分類される．

III) 分岐型オプション 意志決定を行なう際に，権利行

使のタイミングのみならず，変更先のアクティビ

ティを複数の候補の中から選択できるもの．この

権利行使は排他かつ不可逆的であり，いずれかの

権利が行使されると同時に他のオプションは失わ

れる．分岐型オプションの構造は，図–2c)のよう

に，複数の単位オプションが始点アクティビティ

を共有したグラフとして表現される．このカテゴ

リに分類されるオプションとしては，Margrabe63)

の交換オプション，Stulz64)の最小/最大値オプショ

ンが挙げられる．

IV) サイクル型オプション 一度行使した権利を，別の

意志決定を行なうことで再び獲得できる (i.e.,意志

決定が可逆的)もの．サイクル型オプションの構造

は，図–2d)のように，2つ (以上)の単位オプショ

ンからなるサイクル構造として表現される．この

カテゴリに分類されるオプションとして，Dixit65)

や Dixit and Pindyck66)の参入・撤退オプションや，

一時停止-操業再開オプションなどが挙げられる．

V) 分岐・サイクル複合型オプション III) と IV)の複合

型で，その構造は図–2e)のように表現される．Dixit

and Pindyck66)の参入・撤退・一時停止オプション

などがこのカテゴリに分類される．

VI) 完全グラフ型オプション 任意のアクティビティ間

を切り替え可能 (i.e.,あらゆる意志決定が可逆的)

9



であるもの．このオプションの構造は図–2 f) のよ

うな完全グラフ (全てのノード間にリンクが存在

するグラフ)として表現される．このカテゴリに分

類されるオプションとして，Kulatilaka67)が挙げら

れる．

こうして分類されたオプション問題に対して，筆者ら

の研究23),22)は以下のように位置付けられる．まず，上

述のように異なる構造を持つ様々なリアル・オプション

問題が，いずれも，一般化相補性問題 (GCP:Generalized

Complementarity Problem)として統一的に記述できるこ

とを明らかにした．これによって，問題ごとに特殊な

仮定をおいて個別の分析手法を提案していた従来のリ

アル・オプション問題に対し，より一般的な状況の下

で，首尾一貫した数値計算法を確立した．さらに，オプ

ション構造が，図–2g)に示すようなサイクルを含む一

般的な有向グラフで表現される “オプション・グラフ”

問題に対して，見通しの良い記述・分析のための枠組

を構築した．

(2) 定式化

本節では，オプション・グラフ問題の定式化を，図–3

のような構造を持つオプションを例として説明しよう．

オプション・グラフ・モデルは，以下の 3つの仮定から構

2

3 4

1

図–3 オプション・グラフ例

成される．第1に，事業 (オプション・グラフ)を構成する

アクティビティ集合をN ≡ {1,2,3,4}，それらを切り換え
るオプション集合を L ≡ {(1,2), (1,3), (2,1), (2,3), (3,4)}
とする．第 2に，事業のキャッシュ・フロー流列を変動

させる確率的要因 (e.g.,金利，為替，財価格など)を状

態変数 P ∈ Rとして集約的に表現し，そのプロセスが
図–4に示すような確率過程に従うとする．この図は，

横軸に時間 t，縦軸に状態変数 P(t)を取り，[0, t] 間の

状態変数プロセス {P(s)|s ∈ [0, t]}を共有する 2つのサ

ンプル・パス ω1, ω2をプロットしたものである．時刻 t

において状態変数 P(t) = Pが観測されたとき，微小時

間 ∆t中の状態変数の変化量 ∆P ≡ P(t + ∆t) − Pは，以

下の (単位時間当りの)期待値と分散：

α(t,P,n) ≡ E [∆P]/ ∆t,

σ(t,P,n) ≡ Var [∆P]/ ∆t,
, ∀(t,P,n) (12)

を持つ確率変数として表わされる．すなわち，状態変数

のプロセスを特定化することは，任意の時刻と状態変数

t

t

P( 1)

0 T

1

2

P

P( 2)

図–4 状態変数のサンプル・パス

について，その状態変数の期待増分α : [0,T]×R×N→ R
と，確率的なバラツキの大きさσ : [0,T]×R×N→ R+を

与えることと等価である．筆者らの枠組では，アクティ

ビティごとに，これらの αやσが異なるような一般的な

状況——例えば，(1)に挙げた有料道路拡張事業におい

て，当該路線の日交通量を状態変数 P(t)とする場合，「道

路拡張前 (X)」と「道路拡張後 (Y)」の 2つのアクティ

ビティについて自然に想定される，α(t,P,X) < α(t,P,Y)

という状況——を扱える3．最後に，事業から発生する

キャッシュ・フローは，毎時刻発生する利潤フローと，

アクティビティを切り替える瞬間に発生する費用 (サン

ク・コスト)の 2種類とする．この内，前者については，

時刻 t で発生する単位時間あたりの利潤を，その時に

選択されているアクティビティn(t) = n，および状態変

数 P(t) = Pについての所与の関数 π(t,P,n)として定義

する．後者については，アクティビティを nからmに

切り換えるための費用 (以下，切り替え費用)を，定数

Cn,mで与える．

この枠組下で，事業の管理者 (オプション・グラフの

保有者)は，期間 [0,T] に当該事業から発生するキャッ

シュ・フロー流列の期待純現在価値 (ENPV:Expected Net

Present Value)の総和を最大化するように，アクティビ

ティ戦略 {n(t)|t ∈ [0,T]}を決定する．これは以下のよう
に定式化される：

[P] max.
{n(t)|t∈[0,T]}

E
[
J

(
0,T, {n(t)}Tt=0

)∣∣∣∣ (P0,n0)
]

ここで，J
(
t,T, {n(s)}Ts=t

)
は，期間 [t,T] にアクティビ

ティ戦略 {n(s)|s ∈ [t,T]}の下で得られるキャッシュ・フ
ロー流列を，所与の割引率 ρで時刻 t まで割り引いた

現在正味価値であり，以下の式で定義される：

J
(
t,T, {n(s)}Ts=t

)

≡
∫ T

t
e−ρ(s−t)

π(s,P(s),n(s)) −
∑

k

δk(s)C(k)

 ds. (13)

3 この点は典型的なリアル・オプション研究 (例えば，Dixit and
Pindyck19)) にはない特徴である．
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E [·|(P,n)] は，時刻 t に状態変数 P(t) = Pが観測され

た時にアクティビティn(t) = nが選択されている条件

の下での条件付期待演算子である．式 (13)において，

K ≡ {1,2, · · · , }は，アクティビティ変更のインデクスで
あり，戦略 {n(t)}によって決定される．δk(t)は時刻 tに

k番目のアクティビティ変更が行なわれたときにのみ 1，

それ以外で 0となるデルタ関数，C(k)はその時の切り

換え費用を表す．

(3) 一般化相補性問題としての最適性条件の表現

本節では問題 [P] の最適性条件が一般化相補性問題

(GCP:Generalized Complementarity Problem) として表

現できることを示そう．まず，問題 [P]の最適値関数を，

V1(t,P) ≡ max.
{n(s)|s∈[t,T]}}

E
[
J

(
t,T, {n(s)}Ts=t

)∣∣∣∣ (P,1)
]
,

...

V4(t,P) ≡ max.
{n(s)|s∈[t,T]}}

E
[
J

(
t,T, {n(s)}Ts=t

)∣∣∣∣ (P,4)
]

(14)

と定義する．それぞれの最適値関数 Vn(t,P)は，時刻 t

においてアクティビティnが選択されている条件の下

で，それ以降 [t,T]に発生するキャッシュ・フロー流列の

ENPVの最大値を表している．以下では，この Vn(t,P)

をアクティビティnの価値と呼ぶ．こうして定義され

た，それぞれのアクティビティ価値 Vn(t,P) に対して

DP (Dynamic Programming)原理を適用することで，任

意の状況下での最適戦略を記述できる．

まず，アクティビティ1が選択されているとき，DP

原理を適用すれば，管理者の意志決定は，以下の 3つ

から最も高い価値をもたらすものを離散的に選択する

問題に帰着する： 1©微小時間 ∆だけアクティビティ1を

継続する； 2©切り換え費用C1,2を払ってアクティビティ

を 2に変更する； 3©C1,3を支払ってアクティビティを 3

に変更する．これより，アクティビティ1の価値は，

V1(t,P) = max.
{
π(t,P,1)∆ + e−ρ∆E [V1(t + ∆,P + ∆P)] ,

V2(t,P) −C1,2, V3(t,P) −C1,3

}
(15)

を満足する4．右辺の最大値演算内の各項は以下のよう

に解釈される：第 1項はアクティビティ1を継続した時

の価値であり，∆間の収入と ∆後のアクティビティ価

値の ENPVの和で表される．第 2，第 3項はアクティ

ビティを 2もしくは 3へ切り換えた時の純価値 (i.e.,変

更先の価値から切り換え費用を引いたもの)である．こ

の式の左辺から右辺を引き，∆→ 0として整理すれば，

HJB (Hamilton-Jacobi-Bellman)方程式：

min.
{
F1,1(V1), F1,2(V1,V2), F1,3(V1,V3)

}
= 0 (16)

4ここでは，数学的な厳密さを犠牲にする代わりに，直感的な理解
を得やすい表現を用いた．より詳細な最適性条件の導出は，筆
者らの研究23),22),68)を参照されたい．

を得る．ただし，時刻と状態変数に関する記述を省略

した．ここで，

Fn,n(Vn) ≡ −LnVn(t,P) − π(t,P,n), ∀n ∈ N,

Fn,m(Vn,Vm) ≡ Vn(t,P) − Vm(t,P) + Cn,m, ∀(n,m) ∈ L

である．Lnは状態変数プロセスから決定される偏微分

演算子で，以下の式で定義される：

Ln ≡ ∂

∂t
+ α(t,P,n)

∂

∂P
+

1
2
{σ(t,P,n)}2 ∂2

∂P2
− ρ. (17)

ただし，α, σは，式 (12)で状態変数プロセスを特徴付

ける外生的な関数である．

同様に，時刻 tでアクティビティ2あるいは 3が選択

されている場合の最適性条件は，それぞれ，

min.
{
F2,2(V2), F2,1(V2,V1), F2,4(V2,V4)

}
= 0, (18)

min.
{
F3,3(V3), F3,4(V3,V4)

}
= 0 (19)

で表される．最後に，アクティビティ4が選択されてい

る場合は，現在のアクティビティを継続する以外の選

択肢が無いため，最適性条件は，以下の線形方程式

F4,4(V4) = 0 (20)

として表される．

時刻 tの各状態 Pにおいて，どのアクティビティが選

択されているかを事前に決定しておくことはできないた

め，問題 [P]は，上記 4つの最適性条件 (16)(18)(19)(20)

を，全ての時刻 t ∈ [0,T] および状態変数 P ∈ Rについ
て連立させた以下の GCPとして表現できる．

[GCP0] Find {V(t,P)|(t,P) ∈ [0,T] × R} such that


min.
{
F1,1(V(t,P)), F1,2(V(t,P)), F1,3(V(t,P))

}
= 0,

min.
{
F2,2(V(t,P)), F2,1(V(t,P)), F2,4(V(t,P))

}
= 0,

min.
{
F3,3(V(t,P)), F3,4(V(t,P))

}
= 0,

F4,4(V(t,P)) = 0,

∀(t,P) ∈ [0,T) × R,
ここで，V(t,P) ≡ {Vn(t,P)|n = 1, · · · ,4}である．本稿で
は，満期 t = T においてはキャッシュ・フローが発生し

ないとしているため，問題 [GCP0]の終端条件は以下の

式で表される．

Vn(T,P(T)) = 0, ∀P(T) ∈ R, ∀n ∈ N. (21)

(4) 問題の離散的表現

問題 [GCP0]は解析解を持たないため，その数値解を

求めるための手法を開発する必要がある．本節では，そ

のような手法の一つとして，離散的枠組を用いた数値

解法を解説する．

まず，時刻 tと状態変数 Pを，図–5のような I × J格

子上で

t → ti ≡ i∆t, P→ P j ≡ j∆P (22)
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と離散化する．そして，この格子上のアクティビティ価

t

P

図–5 時間-状態変数空間上の離散格子

値を Vi, j
n ≡ Vn(ti ,P j)および V i

n ≡ {Vi, j
n | j ∈ 1, · · · , J}と離

散表現し，最適性条件式 (16)∼ (20)に現われる偏微分

演算子を，以下のように離散近似する：

LnVn(ti ,P) ≈ L i
nV i

n + M i
nV i+1

n , ∀n ∈ N,∀i ∈ I . (23)

ここで，I = {0, · · · , I − 1}は時刻についての格子集合で
ある．L i

n, M
i
nは，J次元行列で，状態変数プロセスを特

徴付ける関数 α(t,P,n), σ(t,Pn)から一意に決定される．

このとき，オプション・グラフ問題 [GCP0]は，以下

の有限次元 GCPとして書き直せる.

[GCP1] Find {V i |i ∈ I } such that

min.
{
F1,1(V i ,V i+1), F1,2(V i), F1,3(V i)

}
= 0,

min.
{
F2,2(V i ,V i+1), F2,1(V i), F2,4(V i)

}
= 0,

min.
{
F3,3(V i ,V i+1), F3,4(V i)

}
= 0,

F4,4(V i ,V i+1) = 0,

∀i ∈ I ,

ここで，V i ≡ {V i
n|n ∈ N}は NJ次元列ベクトル，

Fn,n(·) ≡ −L i
nV i

n − M i
nV i+1

n − πi
n, ∀n ∈ N,∀i ∈ I , (24)

Fn,m(·) ≡ V i
n − V i

m + 1Cn,m, ∀(n,m) ∈ L,∀i ∈ L, (25)

である．また，πi
n ≡ {π(ti ,P j ,n)| j = 1, · · · , J}なるベクト

ルであり，1は全ての要素が 1であるような J次元列ベ

クトルである．問題 [GCP1]の終端条件は，式 (21)を

離散表現した以下の式で表される．

VI = 0. (26)

(5) 問題の分解可能性と効率的解法

問題 [GCP1]は，未知変数の次元が非常に大きい (=

N × I × J)ため，ナイーブに計算することは極めて非効

率的である．そこで，本節では，図–6のように，この

有限次元 GCPを，異なる 2つの座標軸— 時間とグラ

フ構造—について分解しよう．これにより，[GCP1]の

解を求めることを，より規模の小さいサブ問題を特定

の順序で解くことに帰着させられる．

a) 時間についての分解

式 (24)より，時点 iで成立すべき問題 (以下，[GCPi ]

と表記)は，時点 i + 1での最適値関数 V i が判っている

ならば，V i のみを未知変数とする独立した問題となる．

tI

0

ti

i i(n)

2

3 4

1

2

3

1

3 4

4

図–6 オプション・グラフ問題の分解

つまり，終端条件 VI = 0を与件とすれば，時点 I − 1の

問題 [GCPI−1]を解いて VI−1を求められる．こうして時

点を遡りながら VI−1,VI−2, · · · ,V2,V1,V0を順に求める

ことで，全ての時刻における最適値関数 {V i |i ∈ I }を計
算できる．

b) グラフ構造についての分解

各時点で解くべき問題 [GCPi ]は，さらに，グラフの

構造について分解できる．まず，図–3のアクティビティ

4からは他のどのアクティビティにも切り換えられない

ため，V i
4は，方程式

F4,4(V i
4,V

i+1
4 ) = −L i

4V i
4 − M i

4V
i+1
4 − πi

4 = 0 (27)

の解として，他のアクティビティ価値とは独立に計算で

きる (ただし，V i+1
4 が定数であることを明示するために

上線付きで表現した)．次に，アクティビティ3からは

アクティビティ4へのみ切り換え可能であり，その価値

V i
4は (この時点では)既知である．このため，アクティ

ビティ3の価値 V i
3のみを未知変数とした以下の GCP:

[GCPi(3)] FindV i
3 such that

min.
{
F3,3(V i

3,V
i+1
3 ), F3,4(V i

3,V
i
4)
}

= 0

は，独立に解くことができる．最後に，アクティビティ

1と 2の間では (理論上)何度でもアクティビティを切

り換えられる．そのため，これら 2つのアクティビティ

価値 V i
1は V i

2は相互に依存し合っており，以下の連立

GCPの解として同時に計算される必要がある．

[GCPi(1,2)] Find (V i
1,V

i
2) such that



min.
{
F1,1(V i

1,V
i+1
1 ), F1,2(V i

1,V
i
2), F1,3(V i

1,V
i
3)
}

= 0,

min.
{
F2,2(V i

2,V
i+1
2 ), F2,1(V i

2,V
i
1), F2,3(V i

2,V
i
3)
}

= 0

このように，各時点 iにおいて，V i
4，V i

3，および (V i
1,V

i
2)

をこの順番で求めることで，全てのアクティビティの

価値を計算できる．上述の各手順で解くべきサブ問題

は，いずれも，未知変数の次元が高々Jのオーダーでし

かない独立した問題であり，後述するように，極めて

効率的に解くことができる．また，こうした時間とグ

ラフ構造への分解，およびサブ問題を計算する順序は，

任意の構造を持つオプション・グラフに一般化できる．

その詳細については，長江・赤松22)を参照されたい．
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オプション・グラフ問題 [GCP1] を分解して得られ

るサブ問題 [GCPi(3)]および [GCPi(1,2)]のような有限

次元GCPに対しては，数理計画分野において，その解

法に関する研究が蓄積されている69),70),71),72),73),74),75),76)．

筆者らは，これらの知見の内，平滑化関数 (smoothing

function77))アプローチの一種として提案されたPeng and

Lin75)のアルゴリズムを用いた解法を開発した．そして，

このアルゴリズムが，最新の研究成果であるのみなら

ず，サブ問題の数理的特性を活用することで，極めて

効率的に解を求められることを明らかにしている．そ

の詳細については，Nagae and Akamatsu68)を参照され

たい．

(6) 数値計算例

本節では，提案手法の判りやすい数値計算例を示す．

その対象として想定する複合オプションは，不確実に

変動する施設需要に応じて，当該施設の遊休化もしく

は解体が可能な不動産施設運用事業である．以下では，

まず，この事業について想定する状況を示し，前節の

解法で求めたオプション価値および最適戦略を示す．

a) 想定する状況とオプション構造

本節で対象とする不動産事業は，以下の 3つのアク

ティビティから構成されるとする：まず，施設の賃貸が

行われている施設運用アクティビティ(A)；次に，施設

が遊休化され，運用再開に備えて維持管理のみが行わ

れている施設遊休アクティビティ(S)；最後に，施設が

解体され，一切のキャシュ・フローが発生しない更地ア

クティビティ(Q)．このプロジェクトの意思決定構造を，

図–7に示す有向グラフで表現する．すなわち，施設運

用アクティビティからは，施設遊休もしくは更地のい

ずれかに切り換えられるとし，施設遊休および更地ア

クティビティからは，施設運用にのみ変更可能である

とする．

事業主体は時々刻々変動する施設需要 P(t)に応じて

これらのアクティビティを変更するものとする．以下で

は，各アクティビティから発生するキャッシュ・フロー

について述べる．まず，施設運用状態 (A) からは，毎

時刻，施設需要に応じた πA(t,P)だけの利潤フローが発

生する．次に，施設遊休状態 (S)からは，賃貸は行われ

ず，運用再開に備えた遊休施設の維持費用のみが発生

する．最後に，更地状態 (Q)からは，一切の利潤フロー

A

S

Q

図–7 施設運用・施設遊休・更地のオプション・グラフ
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図–8 初期施設需要 P0と施設運用アクティビティA の価値

が発生しないとする．

本節では，判りやすい数値計算例を示すため，上述

の枠組に加え，以下の仮定をおく．まず，いかなるアク

ティビティにおいても，施設需要 P(t)の確率的変動が

以下の Pのみの関数として特徴付けられるとする5．

α(t,P,n) = αP, σ(t,P,n) = σP, ∀t ∈ [0,T],∀n ∈ N.

ここで，α, σは所与の定数である．次に，施設運用状

態 Aおよび施設遊休状態 Sから発生するキャッシュ・フ

ローが，それぞれ，以下の式で表されるとする．

πA(t,P) = P− E, πS(t,P) = −M. (28)

ここで，E,Mは，いずれも所与の定数であり，それぞ

れ，施設運用に毎時刻必要な管理費用，および施設遊

休中の単位時間あたりの維持費用を表す．

このような状況を想定した上で，数値計算を行なっ

た結果を示そう．まず，図–8は，初期時刻 t = 0にお

ける施設運用状態 A の価値を，当該時刻での施設需要

P(0) = P0の関数としてプロットしたものである．図–

8において，太い実線 VA は施設運用アクティビティ

の価値を表し，細い実線 V∗A,S ≡ VS − CA,Sおよび点線

V∗A,Q ≡ VQ − CA,Qは，それぞれ，施設遊休状態および

更地状態へ切り換えたときの純価値 (i.e.変更先の価値

から切り換え費用を引いたもの)を表す．この図におい

て，施設運用アクティビティの価値 VA は，各変更先の

純価値の包絡線と同じかそれよりも上側を通る曲線と

して表される．そして，VA が V∗A,Sと一致している範囲

[PW,PM ] では施設遊休化が，VA が V∗A,Qに一致してい

る範囲
[
0,PQ

]
では施設の解体 (更地状態への変更)が行

われることを意味している．また，これらの境界にお

いて，各アクティビティの価値が smooth pasting条件お

よび value matching条件19)を満たしていることが判る．

ここで，図–8の範囲
[
PQ,PW

]
においては，意思決定

を遅延することのオプション価値 VA が，アクティビ

5これは，P(t) が幾何 Brown運動に従うことを意味している
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図–9 施設運用アクティビティA での最適戦略

ティ変更により得られる純価値 V∗A,S,V
∗
A,Q よりも大き

い．すなわち，P < Eゆえ負の利潤が発生するにも関

わらず，施設の運用が継続される．このことは，事業

主体が，[PQ,PW] において以下の行動をとることを意

味している：たとえ一時的に利潤が負となっても，今後

の需要の変化に備えて当該施設の遊休化および解体の

いずれが有利となるかが判明するまで待つことを選ぶ．

このような行動は，無限満期モデルを用いた従来型の

分析では導かれない．

次に，図–9に，運用アクティビティA が選択されて

いる場合の最適なアクティビティ選択ルールを示す．こ

の図は横軸に時刻 t を，縦軸に施設需要 Pを取り，任

意の時刻と施設需要の組み合わせ (t,P) ∈ [0,T] × Rに
ついて，3つの戦略—A → A(現在のアクティビティを

継続)，A → S(施設を遊休化)および A → Q(更地へ変

更)—いずれが最適となるかを示している．例えば，点
o©から点 a©へと施設需要が変化した場合の最適戦略は
以下のように導出される：まず，点 o©での最適推移戦
略は A → Aであるため，施設の運用が継続される．そ

して，施設需要が点 a©まで落ち込み，最適推移戦略が
A → Sに切り替わると同時に施設は遊休化される．一

方，施設需要が点 o©から点 b©への過程を辿った場合，需
要が b©に到達した時点で施設は解体され，更地へと変
更される．

(7) 本手法の活用例

筆者らの提案した一般化相補性問題アプローチは，本

稿で示したもの以外にも，施設管理，都市計画，交通計

画などの様々な分野に適用できる．第 1に，施設管理

の分野へ適用する場合の対象として，例えば，小林ら

が提唱しているような，ファイナンス工学的アプロー

チを用いた施設の維持・補修問題やライフ・サイクル・

コスト管理問題78),79),80),81)が挙げられる．これらの問題

は，施設の劣化の度合いを状態変数とし，各瞬間にお

けるフィードバック的な意志決定を，「微小時間 ∆だけ

補修を行なわない」と「補修を行なう」との択一的選

択に帰着させることで，その最適性条件をGCPとして

記述できる．さらに，本文では述べなかったが，筆者

らの提案手法は，(理論的には)任意の数の状態変数を

取り扱えるため，個別の劣化特性を持つ複数の施設の

補修問題などへ適用することもできるだろう．

第 2に，都市計画分野への適用例の一つとして，土

地の用途規制が不動産価格に与える影響分析が考えら

れる．(6)節で示したように，不動産は，経済環境に応

じて，フィードバック的に運用形態を選択でき，その

選択に柔軟性と不可逆性が存在するオプション・グラ

フと見なせる．そして，規制による用途の限定は，こ

れらの不動産のオプション構造を変化させ，しばしば，

不動産価格の下落を伴う．そのため，地権者間の合意

を適切に得るには，こうした不動産価格への影響を定

量的かつ詳細に分析する必要がある．このような研究

課題にも，筆者らの提案手法は適用可能である．

最後に，GCPアプローチを交通計画分野へ応用する

場合の対象例の一つとして，高速道路ランプ流入制御

問題82),83)が挙げられる．例えば，高速道路と一般道路

からなるネットワークを考え，ネットワーク全体への

交通需要が，一日の内でピークを持って確率的に変動

するとする．ここで，交通需要に応じてフィードバック

的に高速道路への流入量を制御するネットワーク効率

性最大化問題を考える．この問題の最適性条件もまた

GCPとして記述できる82),83)ため，その効率的数値解法

の開発などにも，筆者らの研究成果は応用可能である．

5. おわりに

本稿では，IPが直面するリスクの計量・管理問題に

対するファイナンス工学的アプローチの適用可能性を

示した．そのために，従来の (金融・リアル)オプショ

ン理論の特徴と限界を俯瞰した．そして，IP固有の重

要な特徴—“不完備市場リスク” および “連鎖的な意志

決定構造”— を明示的に考慮した枠組へとオプション理

論を一般化した筆者らの研究20),21),23),22),68)を紹介した．

まず，赤松・長江20)，長江・赤松21)は，IPが直面する

不完備市場リスクを明示的に考慮した上で，その動学

的財務的価格を行なった．前者は，オプション評価理論

の基礎となる無裁定条件とミクロ経済学の基礎となる

効用最大化理論を結び付け，不完備市場リスクの価格

を推定するための最小限の仮定を追加したモデルを定

式化している．後者は，この枠組を，権利行使のタイ

ミング選択も可能なオプションへと拡張し，IPの買手

と売手の非対称な行動を明示的に考慮したプロジェク

ト評価手法を開発している．

次に，赤松・長江23)および長江・赤松22)では，IPに対
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する意志決定の不可逆性，柔軟性および連鎖性を考慮

したプロジェクト評価および意志決定を行なった．こ

の内，赤松・長江23)では，従来，個々の問題ごとに個別

の分析手法が乱立していたリアル・オプション問題の数

学的構造に着目し，異なる問題を首尾一貫して評価す

る手法を開発している．ここで提案された枠組は，長

江・赤松22)において一般化され，これまでのアプロー

チでは取り扱えなかった “オプション・グラフ” 問題を

見通し良く記述・分析することを可能にした．

上述の研究は，いずれも，現実の IPの定量的な財務

的評価および意志決定に要求される 3つの自然な要件：
1©連続時間-連続状態の枠組の下で現実的な仮定をおい

たモデルを扱える； 2©異なるプロジェクトに対しても
首尾一貫した記述・分析が行なえる見通しの良い枠組

である； 3©具体的に必要な計算が効率的に行なえる；を
満たす手法の構築を目指したものである．

筆者らの手法を現実のプロジェクトに適用するには，

状態変数 (e.g.,交通量，取扱貨物量，財価格，為替)が

従う確率過程を，個々の問題ごとに特定化する必要が

ある．そして，そのためには，状態変数に関する動学

的データの収集および分析が必要不可欠である．こう

したデータは，実は，従来から観測は可能であったよ

うに思われる．また，近年の情報技術の進展により，こ

れまで不可能と思われていた高頻度・高精度なデータ

の観測・収集 (e.g.,無線 ICタグを利用した施設の劣化

状態の観測や，移動体通信機器を用いた交通利用者の

動態把握など)も可能となりつつある．しかし，IPが直

面するリスクの計量・管理といった視点では，こうし

たデータの収集・整理が網羅的・体系的ではなく，その

方法論やプロトコルも確立しているとは言い難い．そ

して，その要因の一つとして，費用便益分析などの従

来理論の多くが静学的枠組をベースに構築されており，

“動学的データを収集しても使い道がない” 状況であっ

たことが挙げられよう．筆者らの研究は，動学的デー

タの観測・分析を前提とした，見通しの良い理論的枠

組を提案するものであり，こうした状況の改善を助け

るものと考えらえる．

このような “理論モデルの構築” と “実証的検証” と

いう研究の両輪と，それを結びつける “データの観測・

蓄積・分析技術” の有機的な連係は，高度な理論体系の

発展を支える重要なファクターである．それが顕著な

分野の一つが，本稿がベースとするファイナンス理論

である．この分野では，ある優れた理論モデルが構築

されると，その実証的妥当性に関して緻密な検証が行

なわれる．そして，そのモデルではどうしても説明で

きない “puzzle”や “paradox”が発見されることで，さ

らなる理論の一般化・高度化が試みられる．こうした

“理論体系の life cycle”と，そこに従事する研究者の真

摯な切磋琢磨の姿勢によって，これらの分野では，現

在も，日進月歩の理論・技術進展が実現されている．

このような理論・観測・実証の有機的連係は，従来，

土木計画分野においても重視されてきており，費用便

益理論や交通ネットワーク均衡理論などの発展を支え

てきた．本稿は，こうした有機的連係を動学的枠組へ

と拡張する試みの一つである．そして，この有機的連

係が土木計画分野における “dynamic”な理論進展をも

たらす際に，筆者らの研究が貢献できれば幸いである．
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