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1. はじめに

土木計画学の政策分析モデルは，都市や地域などの

空間上で展開される公共政策の分析ツールとして開発

されている．多くの研究者や実務者によって，費用便

益分析や交通行動分析，交通量均衡配分法などの政策

分析モデルが開発され，実用に耐えるレベルにまで改

良が進められてきた．これらの手法は均衡理論や効用

最大化理論を背景として，数理最適化や最適制御理論

等の数理的手法を用いて，距離やネットワーク，アク

セシビリティによって抽象化した空間を取り込んだ構

造モデルの最適解を求める方法をとる．

一方で空間すなわち地理情報に基づく統計モデル（以

下，空間統計モデル）による分析は，空間相互作用モデ

ルや土地利用モデル，ヘドニックアプローチ等，土木計

画学ではごく一部で行われているに過ぎない．その理

由は，従来は空間データの入手や取り扱いが容易では

なかったことに加えて，空間統計モデルの理論フレー

ムである空間統計学が主としてパラメータ推計や仮説

検定の理論であって，単独では政策分析に資する構造

モデルを提供できないため，内容が明確な冒頭のモデ

ルよりも不完全な分析手法であるとの印象を与えてき

たことが原因と思われる．確かに，これまでに地学や

鉱物学，農学などの自然科学の分野で開発されてきた

空間統計学の手法 1)は，空間共分散構造を推定して空

間依存の程度を評価するコバリオグラム分析 2)や，空

間依存の情報に基づいて欠測データを補完する Krig-

ing 法などの記述的手法が多い 3)．空間統計モデルが

「構造無き記述モデル」に留まる限り，常に政策分析を

課せられる計画技術者の目を引かなかったのは当然か

も知れない．

しかし自前の構造モデルを持たないからと言って，空

間統計モデルの可能性を否定するのは早計である．た

とえば都市経済学や空間経済学の分野では，都市や地

域に関する理論的研究が蓄積されており 4)，数多くの

仮説がデータによる検証を待っている．我々は，都市
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や地域に対する仮説と実際の空間データによって，初

めて現実の都市や地域の状態をモニタリングすること

ができる．このような課題に対して，空間統計モデル

の役割は決して小さくはない．

本稿では，空間計量経済学や空間統計学の分野を中

心とした空間統計モデルに関する近年の研究成果を紹

介し，併せてその問題点を明らかにする．なお本論に

おいて「空間」とは「２次元平面」を指す．また全て

の考察は離散点の空間統計モデルを対象にしている．

2. 空間データの相互依存性

空間上の事物や現象は，互いの距離が近いほど強く

影響し合う．Toblarはこれを地理学の第一法則と呼び，

最も単純で普遍的な原則と考えた 5)．空間データは独

立ではなく相互依存するという性質は，データをハン

ドリングする際に留意すべき重要な性質である．

本章では，空間依存性が生じる理由とモデル化に関

する研究を紹介して，空間統計モデルの必要性を示す．

(1) 異なる地点間の相互依存性

社会科学や経済学の分野において，空間上の異なる

地点の事物（または現象）の間に相互依存性が生じる

メカニズムが，これまでいくつか提案されている．Man-

skiは，財の消費量に空間的な相互依存性が生じるメカ

ニズムを，近隣の地域コミュニティが相互に類似した

行動をとることによってバンドワゴン効果が生じるた

めと指摘した 6)．空間的なバンドワゴン効果は，公共

財の供給量に関しても生じることが Bivand and Szy-

manskiによって報告されている 7)．さらに住民が地域

コミュニティを選択する「足による投票」が顕在化す

ると，所得水準や教育水準が局所的に類似した地域が

形成されて空間的な分化が起こる可能性がある 8)．

Brueckner は，空間的な相互依存は各地域の選択の

外部性に起因することを簡単なモデルによって示した
9)．地域 i の目的関数を Ui = U(yi, y−i; xi) と定義す

る．ただし yi は地域 iの財，y−i は地域 iを除く全て

の地域の財，xi は地域 iの外生的な条件を表わす．目

的関数の最大化によって，財 yiに関して以下の最適反



応関数 Ri が得られる．

yi = R(y−i; xi) (1)

Rを線形関数として特定化すると，式（1）は空間的な

スピルオーバー効果を表現する構造モデルとなる 10)．

yi =
∑

j,j 6=i

ρwa
ijyj +

∑
u

βuxiu (2)

ここで wa
ij は空間的な相互依存の程度を表わす空間重

みづけ係数（後述），ρ，βuはパラメータである．ある

いは地域 i で利用する資源を si として，産出 yi に関

する目的関数を Ui = U(yi, si; xi)と定義することもで

きる．資源と産出の間に，空間的な外部性を認めると，

産出 yi に必要な資源 si は次のように表わされる．

si = H(yi, y−i; xi) (3)

式（3）を目的関数に代入して最大化すると，式（1）の

スピルオーバーモデルに帰着する．なお資源 siの総量

に上限Qがある場合，地域 iの資源と産出の間に正常

な関係 ∂si/∂yi = ∂Hi/∂yi > 0，および ∂yi/∂si =

∂Ri/∂si > 0 が成立していれば，si = Q − s−i より，

負の空間依存（競合効果とも呼ばれる）が現れる．

∂si

∂y−i
=

∂(Q− s−i)
∂y−i

= −∂s−i

∂y−i
< 0

∂Ri

∂y−i
=

∂Ri

∂si
· ∂si

∂y−i
< 0

目的関数や資源に外部性を仮定して得られる反応関数

は空間的な相互依存を示すという上記の考察は，その

まま反応がタイムラグを伴って起こる場合に拡張でき

る．すなわち反応関数を線形として特定化すると，ス

ピルオーバー効果が時間的，空間的に波及する構造モ

デルが得られる．

(2) 記述様式による相互依存性

地理学者の Harvey は，空間データの記述様式に関

する考察に基づいて，記述様式の相互依存性と統計的

推測の問題を指摘した 11)．以下に，Harveyの考察の

概略を，統計モデルでの含意と共に紹介する．なお後

の Harvey は，都市において所得格差のある層が空間

的に分化しつつ集塊する問題に対して，社会主義的な

立場から都市問題を捉えた研究を行っており，統計的

な問題に継続的に取り組んだわけではない 12)．

空間データの統計的分析は，都市や地域に存在する

分析対象を母集団と見なして，それを構成する個人や

施設などの個々の事物の特性を表現する「個体化」か

ら始まる．このとき同一の事物に対して，位置に関わ

りなく非空間属性を表現できる実質言語と，非空間属

性に関わりなく位置を表現できる空間言語の２種類の

記述様式が存在する．これは今日のGISのデータ格納

方式が，属性情報と位置情報に分かれていることから

容易に理解できる 13)．

２種類の様式で記述された事物に関して集計を行う

とき，すなわち２種類の記述様式で表現される事物の

集合に共通する特徴（同質性）を見出そうとすると，「混

同」の問題が起こる．例えばある都市の家計支出額を

集計したところ，「若年層の外食費が多い」という結果

が得られたとしよう．しかしこの傾向は，実は「若年

層は外食しやすい地区に多く居住している（魅力的な

レストランが多いなど）」という傾向と，どちらが本質

的であるか区別しにくい．この問題の解決が困難な理

由は，属性に関する同質性は常に空間的な同質性，す

なわち近接性によっても説明できる可能性があり，ま

た適切な追加データが得られない限り，同質性（実質

言語）は近接性（空間言語）の代理変数である可能性

や，その逆の可能性が否定できないためである．

空間上の事物について，統計モデルを用いて統計的

有意性の検証を行う場合にも同様の問題が起こる．た

とえば空間データの回帰分析では，内生変数 rと，実

質言語 q と空間言語 ς によって記述される外生変数の

関係を表わすパラメータを推計し，統計的有意性を検

定する．このとき分析者は，１）事物を観測した特性を

記述する実質言語と空間言語の相関が高いという重共

線性の問題，２）空間言語が非観測の実質言語の代理

変数としてはたらく除外変数の問題という２種類の危

険にさらされている．よく知られているように，後者

は誤差項の特定化の誤りによって統計的推測に深刻な

影響を及ぼす 14)．しかし，実質言語と空間言語によっ

て記述された事物の特性に基づいて除外変数の可能性

を予見することは困難である．なお同様の問題は内生

変数を空間言語とした場合にも発生する．

(3) 空間統計モデルの必要性

Brueckner は，自地点の財の需要量の決定に別の地

点の需要量が影響するという外部性が空間的な相互依

存性を産み出すことを指摘し，この問題がスピルオー

バー効果を含む構造方程式に従うことを示した．公共



財の需要／供給問題では，空間的な外部性が及ぶ例は

頻繁に現れるため，空間統計モデルの適用範囲は広い

と考えられる 15)．

Harveyは，空間の事物は非空間属性（実質言語）と

空間属性（空間言語）の２種類の記述形式が存在し，か

つそれ以外に記述する方法がないことによって，集計

分析をはじめとする統計的推測の解釈の混同が起こる

可能性を指摘した．この指摘は，２種類の記述形式を

扱うことのできる空間統計モデルを用いて統計的有意

性を検証する意義を示すと同時に，実証分析では適切

な空間依存構造の同定問題をはじめとする仮説検定を

繰り返し行うことによって，属性と位置情報に関する

統計的有意性の検証を繰り返す必要があることを示し

ている．

3. 空間データのハンドリング

本章では空間統計モデルの前提となる空間確率過程

の発生メカニズム（DGP：Data Generation Process）

定常性と空間重み付け行列 W について概説する．さ

らに，空間データのハンドリング上の難問である可変

単位地区問題を紹介する．

(1) DGPと定常性

Spanosはデータに統計モデルを適用するとき，構造

方程式に誤差項を付加するだけの計量経済モデルの方

法を批判し，DGPと整合的な構造方程式を用いる経験

的計量経済学を主張した 16)．DGPが統計的な定常性

を満たすときは，正規分布理論や尤度関数に基づくパ

ラメータ推計，仮説検定，モデル選択，予測を行うこ

とができる．本節では，空間確率過程の発生メカニズ

ムと定常性について考察する．

統計モデルでは，通常の観測データ yiを観測要因と

非観測要因の両方に支配される確率事象の実現系列と

みなしている．変数 xiと構造パラメータを βによるシ

ステマティックな変動を f(xi, β)と表現すれば，yi の

DGPは非観測要因のDGPに対応する．xiと yiをそれ

ぞれ外生変数と内生変数，構造方程式をyi = f(xi, β)+

εiとしよう．ただし εiはサンプル iの非観測要因（観測

誤差）を表わす．このとき，データが同一の母集団M

からランダムに繰り返してサンプリングされるなら，サ

ンプル間の共分散 γij = 0を仮定できる．したがって

非観測要因は，平均 0と分散 σ2，γij = 0の正規分布

N(0, σ2)に従う．

時系列データは，確率事象の時間的な系列である．時

点 tにおける観測 ytと，t+1における観測 yt+1が，そ

れぞれ母集団Mt，Mt+1から抽出された唯一の標本と

すれば，それぞれの母集団の確率分布の特性を知るこ

とはできない．そこで時系列分析では . . . , Mt，Mt+1, . . .

の間に先験的な構造を導入して，DGPを識別する 17)．

誤差の期待値をE[µ(t)] = const.，共分散の期待値V [γ(t, t+

k)]を時点の差 k = t − (t − k)のみに依存するように

V [γ(t, t+k)] = V (k)と構造化すれば，弱定常性を仮定

することになる．弱定常性を満たす 1次の移動平均誤

差過程の場合，εt = εi + θεt−1（ただし εi ∼ N(0, σ)）

から，共分散は γ(k) = θkσ2 となる．強定常性は同時

確率分布 F (. . . , yt, yt+1, . . . )が時点 tと独立となる場

合である．なお正規分布では，DGPが弱定常性を満た

せば同時に強定常性も満たす．

空間（クロスセクション）データは，特定の時点に

観測される確率事象の空間的な系列である．地点ごと

に異なる母集団Msを想定すると，得られる観測 ysは

各母集団について１サンプルのみなので，それらの情

報に基づいて母集団の確率分布の特性を知ることはで

きない．したがって時系列過程と同様に，確率分布に

よって表現される地点ごとのDGPの間に，先験的な構

造を導入しなければならない 18)．これは次節に示す空

間重み付け行列を用いることによって解決される．「地

理学の第一法則」に基づいて，各地点の DGP を正規

分布に従う共通誤差 εi ∼ N(0, σ) と，近接する地点

の加重平均によって表現される誤差の和と構造化すれ

ば，誤差過程は，ηi = ρ
∑

j wijεi + εiとなる．ここで

wij ≥ 0, wii = 0は，誤差の構造を表現する空間重み

付け行列W の要素，ρは誤差の空間相関を表わすパラ

メータである．すなわち構造なしの状態で n× n/2種

類定義されていた誤差の共分散パラメータは，共通の

誤差分散 σ と，構造W を所与とする ρの 2つのパラ

メータによる表現に縮約されている．

空間データの DGP に関する定常性は，異なる２地

点の確率変数の共分散に関して定義されている．空間

データの弱定常性は「共分散は２地点の距離と方位」

のみに依存するという性質である（異方性）．また強

定常性は「共分散が２地点の距離」のみに依存する場

合である 19)．これは方位による違いがない等方性を意



味する．空間統計モデルに空間重み付け行列を用いる

と，強定常性（等方性）を仮定することになる．

(2) 空間重み付け行列W

観測データの相互依存性を考慮しなければならない

統計データは，パネルデータや時系列データなど，空

間データ以外にも多く存在する．Martin20)は，時系列

分析の手法に基づいて，地点 s1, s2, ...., sN を何らかの

規則に従う順序に並べた上で，si → s2のように，単一

の方向への影響しか認めないような系列として扱う分

析を行った．しかし地点間の相互依存は，地点 i → jと

地点 j → iの両方が存在するため，空間確率過程に時

系列のような自然な「順序」を見出すことはできない．

空間重み付け行列は，時系列モデルにおける「順序」，

すなわち地点間の相互依存性に関する分析者の先験情

報を表わしている．空間統計モデルでは，空間依存は

パラメータ ρ, λと空間重み付け行列W によって決定さ

れる．すなわちW は空間依存の相対的な構造を決定す

る．適切な空間統計モデルを定式化するには，データ

の相互依存性を反映した空間重み付け行列を用いるべ

きである 21)．以下に代表的な重み付け行列の設定法を

述べる．

接続行列Wc は，ある地点 iに隣接する地点 j ⊂ si

との間にのみ空間的な依存関係があるとして，該当す

る wij を 1 とする（対角項 wii と非隣接点は 0）．非

隣接点との空間依存関係を表現するには，空間を等間

隔の格子点（lattice）とみなして，格子点 iまわりの各

点との距離を基準として接続を定義すれば良い．マン

ハッタン距離を用いると，地点 iの近傍は全て整数の

距離を持つため，接続行列を２次以上の近傍（clique）

に拡張できる．

空間重み付け行列W は，誤差の共分散構造に影響す

る 22)．たとえば１次の近傍のみに空間依存を認める接

続行列Wc を設定したときの誤差の共分散構造は，後

述する SMA（空間移動平均誤差モデル）では２次まで

の近傍について E[εiεj ] 6= 0 となり，後述する SAR

（空間自己回帰モデル）では３次以上の近傍についても

E[εiεj ] 6= 0となる．

距離行列Wd は地点 ij 間の距離を用いて wij = dα
ij

または exp(αdij)等のように設定する．パラメータα <

0は，地点間の特性 zijの関数として推計することも可

能だが，通常は外生的に与える．地点間の「距離」は，

物理的な近接や距離以外の尺度に基づいて定義するこ

ともできる．情報通信網が整備された現代では物理的

な距離によるW の定義が不適切な場合がある 23)．社

会機能行列Wf は，社会的または機能的な隔たりの尺

度に基づいて定義されたW である．たとえば，人口等

の地点 i，j の属性を，それぞれ zi，zj，κをパラメー

タとすると，Wf の要素は κを外生パラメータとして

wij = |zi − zj |κ等のように設定される．zi，zj の隔た

りが小さい（等質な）地域間の相互依存が大きいとい

う仮定は κ > 0，zi，zjの隔たりが大きな（異質な）地

域間の相互依存が大きいという仮定は κ < 0となる．

なお W を空間統計モデルに用いる場合，距離を定

義する尺度の影響を除いて異なる空間重み付け行列の

間の比較を容易にするため，基準化が行われる．

wij =
wp

ij∑
j wp

ij

∀j (4)

ここでwp
ijは基準化以前の空間重み行列の要素である．

この他にも基準化の方法はいくつか提案されている．な

お W が誤差分散構造に影響するのと同様に，基準化

の方法も誤差分散構造に影響する．空間重み行列の定

義と基準化，およびパラメータ推計への影響はTiefels-

dorfらに詳しい 24)．

(3) 可変単位地区問題

可変単位地区問題は，ゾーンの大きさや形が集計や

統計モデルの結果に影響する現象である．たとえば，あ

る現象について都道府県単位のデータにおいて見られ

る空間依存の強さは，市町村単位の空間依存の強さと

同等か？という形で現れる．以下の議論から明らかな

ように，ある空間スケールで観測した空間依存の強さ

は，同じ領域であっても異なる空間スケールに移転す

ることはできない．

空間依存性が空間スケール，すなわちメッシュやゾー

ン等の集計単位と独立でないことは，空間データの回

帰分析では Ecological regressionの問題として知られ

ている．Openshow は，Ecological regression を含む

空間データの統計分析に共通する問題を可変単位地区

問題（Modifiable Area Unit Problem）と呼んだ 25)．

図－１に構造方程式のパラメータが空間スケールに依

存するような可変単位地区問題の例を示す 26)．上段は

3×3 = 9地域から成る空間データの人口と店舗数であ

る．中段はこのデータの y方向を集約して３地域デー



図－１　可変単位地区問題の例（杉浦 26) より抜粋）

タとした場合を，また下段は x方向を集約して３地域

データとした場合である．これらの人口と店舗数の相

関係数は，それぞれ 0.45，1.00，−1.00 である．集計

化ゾーンの設定によって，人口と店舗数の関係は全く

異なる．

ゾーンサイズの観点からみれば，社会現象の空間デー

タにおいて多く観測される正の空間依存は，空間デー

タの集計単位が観測する現象の空間的な生起単位より

も小さい場合や，局所的に存在する条件の空間的な広

がりよりも小さい場合等に見られる．後述するように，

前者はスピルオーバー効果を定式化した SAR（空間自

己回帰モデル）によって，後者は局地的な除外変数を

誤差の空間依存として定式化したSMA（空間誤差移動

平均誤差モデル）によって表現できる．

可変単位地区問題に関しては，いくつかのゾーンを

まとめて空間的に集計した地域に通常の回帰モデルを

適用すると，構造パラメータに見せかけの重共線性が

生じたり 27)，推計値の分散が大きくなることが知られ

ている 28)．Smithは，集計後の大ゾーンのデータから

集計前の小ゾーンの空間依存パラメータを推計する問

題を検討した 29)．この研究では，集計後の大ゾーンの

データを用いて集計前の小ゾーンに関して定義した ρ

の尤度関数は大域的に凸ではなく，シミュレーション

分析によって真値のほかに別の値で極大値をとること

を示して，尤度関数を修正する方法を提案した．また

Giacomini and Grangerは，ゾーンの集計前後でのモ

デルの予測精度を比較して，ゾーンの集計を行っても

予測精度を保つことができる条件を明らかにした 30)．

なお可変単位地区問題を空間確率過程の性質として

捉えると，集計単位を粗くしていった場合の漸近分布

や，細かくしていった場合の漸近分布（infill asymp-

totics）を求める問題になるが，その一般的な性質は十

分に解明されていない 31)．

4. 空間統計モデル

(1) 定式化

空間統計モデルは’73 年の Cliff and Ord の研究以

降 32)，空間計量経済学の分野でAnselinを中心として，

以下に示す一連のモデルが提案されている．代表的な

モデルは，空間自己回帰モデル（SAR），空間移動平均

誤差モデル（SMA），およびそれらが複合した空間自

己回帰移動平均誤差モデル（SARMA）である 33)．内

生変数を yi，各地点の特性を表わす説明変数をxiu，誤

差を εi とすると，SAR，SMA，SARMAはそれぞれ

以下のように表される．

yi =
∑

j,j 6=i

ρwa
ijyj +

∑
u

βuxiu + εi (5)





yi =
∑

u βkxiu + ηi

ηi =
∑

j,j 6=i λwe
ijεj + εi

(6)





yi =
∑

j,j 6=i ρwa
ijyj +

∑
u βuxiu + ηi

ηi =
∑

j,j 6=i λwe
ijεj + εi

(7)

ここで εiはN(0, σ2)に従う誤差項である．wa
ij , w

e
ijは，

それぞれ j 地点の yj，および ηj が yi に影響する重み

を表わす係数 βk，ρ，λはパラメータである．これらを

地点 i = 1, . . . , N を圧縮したN × 1ベクトルで表記す

ると，以下のようになる．

Y = ρWY + Xβ + ε (8)





Y = Xβ + η

η = λWε + ε
(9)





Y = ρWY + Xβ + η

η = λWε + ε
(10)

このほかに，以下に示す自己回帰誤差モデルや，相互

に独立な 2つの誤差過程を含む複合誤差モデルも提案

されている 34)．

η = λWη + ε (11)

η = λWϕ + ε (12)

これらのモデルの誤差項は次のような共分散構造を有

している．ベクトル表示した SAR，SMA，SARMA，



自己回帰誤差モデル，複合誤差モデルを変形すると，以

下の式（13）－（17）が得られる．

Y = (I − ρW )−1Xβ + (I − ρW )−1ε (13)

Y = Xβ + (I + λW )ε (14)

Y = (I − ρW )−1Xβ

+(I − ρW )−1(I + λW )ε (15)

Y = Xβ + (I − λW )−1ε (16)

Y = Xβ + λWϕ + ε (17)

σ2
ε を εi の分散，σ2

ϕ を ϕi とすると，各モデルの分散

共分散行列はそれぞれ以下のようになる 35)．

E[ε′iεj ] = σ2
ε

[
(I − ρW )′ (I − ρW )

]−1

E[ε′iεj ] = σ2
ε (I + λW )′ (I + λW )

E[ε′iεj ] = σ2
ε (I + λW )′

[
(I − ρW )′ (I − ρW )

]−1

· (I + λW )

E[ε′iεj ] = σ2
ε

[
(I − λW )′ (I − λW )

]−1

E[η′iηj ] = λ2σ2
ϕW ′W + σ2

εI

したがって全てのモデルについて分散共分散行列の対

角項の期待値は E[ε′iεi] 6= const.であり，構造的な分

散異質性が存在する．このほか説明変数Xに空間構造

W を仮定した定式化 Y = Xβ +ψWX + εも提案され

ているが，その共分散構造は σ2
εI であるので，通常の

OLSが適用できる．

(2) パラメータ推計

SARなどの空間統計モデルは，誤差が独立ではない

ためOLSの仮定を満たさない．OLSで SARを推定す

ると漸近一致性のない推定量に，また SMA を推定す

ると漸近有効性のない推定量になることが知られてい

る 36)37)．なお SAR については式（13）の代わりに，

先験的に求めた ρ̂ の下で Y ∗ = (I − ρ̂W )Y を求め，

Y ∗ = Xβ + εのパラメータ β を OLSによって推計す

る Spatial Filtering法が提案されている 38)．しかし β

と ρは独立ではないので，先験的に適切な ρを推計す

るのは容易ではない．Greeneはモーメント法に基づく

パラメータ推計手法を提案しているが，SMAではパラ

メータを交互に代入して収束値を求める手順が必要で

ある等の問題がある 39)．

Anselin は，最尤法によって空間統計モデルのパラ

メータを推計する方法を示した 40)．誤差項 εに正規分

布を仮定し，Σを誤差 εの分散共分散行列，ξ = (ρ, λ, β)′

をパラメータベクトルとすれば，これらの対数尤度関

数は以下のようになる．

L(ξ) = (N/2) log(2π) + (N/2) log |Σ|
+(Y −Xβ)′Σ−1(Y −Xβ) (18)

式（18）は，パラメータ ξ を OLS（ε′εの最小化）や

GLS（ε′Σ−1εの最小化）によって推定すると，第２項

の誤差分散行列 log |Σ|が無視されることを示している．
最尤法によるパラメータ推計にNewton-Raphson法

などの尤度関数の勾配の情報を用いた探索法を用いる

と，式（18）の第 2項をを繰り返し評価しなくてはなら

ない．しかし地点数N が多い場合の固有値演算は計算

負荷が大きいため，以下の近似式が用いられる 41)．な

お (N/2) log |Σ| = (N/2)
(
log |I − ρW |+ log σ2

)
であ

る．SARの場合を以下に示す．

log |I − ρW | '
N∑

i=1

log(1− ρωi) (19)

ここで ωi はW a の固有値である．式（19）によって，

最初に固有値ωiを求めておけば，以後収束計算の過程

において ρが更新されても，固有値の計算を繰り返す

ことなく log |Σ|を評価することができる．
式（19）の計算において，たとえば W が接続行列

であれば，地点数 N が多い場合でも比較的疎な行列

となるため，効率的なアルゴリズムが提案されている
42)．ただし地点数Nが多い場合は計算負荷が非常に大

きくなる．Pace and LeSageは，SARや SMAに対し

て，約９万点の大規模な空間データに対しても高速で

式（11）を評価する方法を示した 43)．これは式（19）

を，以下のようなChevischevの近似式によって評価す

る方法である．

log |I − ρW | '
q+1∑

j=1

cj(ρ)tr(Tj−1W )− 1
2
c1(ρ) (20)

ここで T0(DW ) = I，T1(W ) = D，T2(W ) = 2W 2 =

I，T3(W ) = 4W 3 − 3W，T4(W ) = 8W 4 − 8W 2 + I，

qは打ち切り次数である．

cj(ρ) =
(

2
q + 1

)

×
q+1∑

k=1

(
ln

[
1− ρ cos

(
π(k − 1/2)

q + 1

)]

× cos
(

π(j − 1)(k − 1/2)
q + 1

))
(21)



Smilnovと Anselinは，SARについて特性多項式によ

って log |Σ|を高速で精度良く近似する方法を示した 44)．

また空間重み付け行列にW 2,W 3, . . . 等の高次項を含

む SAR のパラメータを効率的に求める方法を示した
45)．さらに Pace and Lesageは一般的な空間統計モデ

ルについて，log |I − ρW |の上限 αminと下限 αmaxを

求める方法を示した 46)．この方法は，従来知られてい

た空間重み行列 W の固有値 ωmin，ωmax による区間

よりも精度が良いため，異なる空間依存構造を持つモ

デルの検定を，簡便に行うために用いられる．

log |I − ρW | ≥ (ρ + log(1− ρ)) tr(W 2) = αmin ≥ ωmin

log |I − ρW | ≤ −(1/2)ρ2tr(W 2) = αmax ≤ ωmax (22)

最尤法以外のパラメータ推計法として，GMM（Gen-

eralized Moment Method）が提案されている 47)．Kele-

jian and Robinsonは，式（10）の誤差項 ηを式（12）

としたモデルの解法として，次のような方法を示した
48)．この方法は，説明変数Xと，その部分列X∗から

作成した操作変数H = (X,WX∗)は，誤差項 ηと直交

する（無相関である）ことを利用している（E[H ′η] =

0）．H ′ηの共分散行列はΩ = n−2H ′ΞηHであるので，

Z = (WY , X)，Z = (WY ,X)とすると，パラメータ

γ′ = (ρ, β)の GMM推定量 γ̂GMM は以下のように求

められる．

γ̂GMM = (Z ′D̂Z)−1Z ′D̂y (23)

ただし D̂ = H(H ′ΞηH)−1H である．実際にパラメー

タ推計を行う場合は，以下の手順をとる．

1. 操作変数 H を用いて，2 段階最小自乗法によっ

てパラメータの仮の推定量 γ̂ を求める．

2. γ̂ を用いて残差の推定量 η̂を求める．

3. 式（18）より，誤差分散の推定量 σ2
ϕ, σ2

ε を求め

る．

4. 再度 Ξ̂ηの推定量を求めて，式（23）よりパラメー

タ γ̂GMM を求める．

Kelejian and Purchaは，式（11）の自己回帰誤差モ

デルのパラメータ λを，より簡便なGMMで推計した
49)．η̄ = Wη ¯̄η = Wη̄，ε̄ = Wεとする．εi ∼ N(0, σ2

ε)

であるので，以下の式が成り立つ．

E
[
n−1ε′ε

]
= σ2

ε

E
[
n−1ε̄′ε̄

]
= σ2

εn−1Tr (W ′W )

E
[
n−1ε̄′ε

]
= 0

式（11）より，η−λη̄ = ε，η̄−λ¯̄η = ε̄であるので，こ

れらの式を連立させると以下の式が得られる．



2n−1E(η′η̄) −n−1E(η̄′η̄) 1
2n−1E(¯̄η′η̄) −n−1E(¯̄η′ ¯̄η) n−1Tr(W ′W )

n−1E(η′ ¯̄η + η̄′η̄) −n−1E(η̄′ ¯̄η) 0




×




λ

λ2

σ2
ε


−




n−1E [ε′ε]
n−1E [ε̄′ε̄]
n−1E [ε̄′ε]


 = 0

(24)

ε̂の推計値を最小自乗法によって求めれば，式（24）は

λ，λ2，σ2
εに関する連立方程式に帰着するため，これら

のパラメータは FGLS等で求められる．次に得られた

λに基づいて，その他の説明変数に対応するパラメー

タ β を FGLS等で推計することができる．

GMM推定量は，最尤推定量と同様に漸近一致性と

漸近有効性を持つ 50)．空間統計モデルでの推計上の利

点は，最尤法で必要であった log |Σ|の評価を行うこと
なくパラメータ推計できるので，地点数N が大きい場

合でも計算量が大きくならないことである．なおKele-

jianらのGMMでは空間依存パラメータ λの信頼区間

を直接求められないが，たとえば推計されたパラメー

タを尤度関数に代入してWald検定や LR検定を行う

ことによって，間接的に λの有意性を検定することが

できる．Kathleen and BockstealはGMMと最尤法の

パラメータ推計結果を比較し，両者からほぼ同じ推計

結果が得られることを確認した 51)．

このほかに，Kelejian and Purchaは連立 SARモデ

ルを 2SGLSまたは 3SGLSによって推計する方法を提

案している 52)．またLeSageはBayesian法によるパラ

メータ推計手順を示している 53)．

(3) 空間依存の検出とモデル選択

空間依存の検出は，モデルの残差に空間依存が残っ

ているかどうかを検定することによって，適切なモデ

ルを選択するために行われる．しかし相互依存性を示

す空間データは，ランダムサンプリングされた通常の

データよりも一つ一つのデータが持っている情報量が



少ないため，小標本下でも空間依存構造の検出力が高

い検定統計量の開発が進められてきた．

よく用いられる空間依存の検定統計量に，OLSモデ

ルの残差 ε = Y −Xβ に基づくMoran’s Iがある．

Im =
N∑N

i,j wij

(
ε′Wε

ε′ε

)
(25)

Moran’s Iの期待値と分散はM = I − X(X ′X)−1X ′

とすると，以下のように求められる．

E[Im] =
tr(MW )

n− k

V [Im] =
tr(MWMW ′) + tr(MW )2 + (tr(MW ))2

(n− k)(n− k + 2)

− (E[Im])2

ただし nは地点数，k はパラメータ数である．基準化

されたMoran’s I：z(Im) = (Im −E[Im])/V [Im]は漸

近的に正規分布N(0, 1)に従い，帰無仮説H0（：W の

下で空間依存がない）が棄却された場合，データに何

らかの空間依存が含まれる可能性がある．Tiefelsdorf

は，空間確率過程の小標本特性を考慮するために，W

の特性方程式に基づいてMoran’s Iの正確な確率分布

を求める方法を提案した 19)．

Moran’s Iによる検定の欠点は，H0が棄却されても

空間依存構造を特定化できないことである．そこで実

際の分析では，尤度関数の情報を用いて，対立仮説に

特定の空間依存構造を仮定した検定法が用いられる 54)．

特定の空間依存構造を仮定して得られるパラメータ推

計値を ξ̂ = (ρ̂, β̂)，空間依存構造を仮定しない場合の

パラメータ推計値を ξ̂0 = (β̂; ρ = 0)とすると，Wald

検定の統計量はL(ξ̂)，LR検定（Likelihood Ratio）の

統計量はL(ξ̂)−L(ξ̂0)で与えられる 40)．一方 LM検定

（Lagrangean Multiplier，Raoの score検定とも呼ばれ

る）の統計量は，d(ρ) = ∂L/∂ρi，J(ρ) = ∂∂L/∂ρi∂ρj

とすると，d′J−1dを帰無仮説の下で評価した値で与え

られるため，ξ̂ を推計することなく検定を行うことが

できる．SARに対する LM検定統計量を以下に示す．

LMρ =
(

1
σ̂2

0

ε̂0Wy

)2 (
T +

1
σ̂2

0

(WXξ̂0)′M(WXξ̂0)
)−1

(26)

ここで T = trWW + trW ′W であり，σ̂0，ε̂0はそれぞ

れ空間依存を仮定しない場合の分散，および残差の推

計値である．よって σ̂0，ε̂0，ξ̂0はOLSで推計できる．

なお３種類の検定統計量はいずれも自由度 k（空間依

存のパラメータ数）の χ2(k)分布に従う．

Anselinらは SAR過程と SMA過程のパラメータ ρ，

λについて LM検定に基づく検定法を開発し，それら

が単独，または同時に存在する場合についての条件付

きの帰無仮説に対応する検定統計量を示した 55) さら

に Anselinは式（12）の複合誤差過程に対する LR検

定統計量を示した 56)．また Baltagiらは複合誤差過程

を持つパネルデータの検定統計量を示した 57)．Kele-

jian and Yuzefovichは独自の検定統計量を提案し，LM

検定を含む数種類の空間依存検定法の検出力をシミュ

レーション分析によって比較したところ，LM 検定が

定式化の誤りに対して最も頑健な検定であると報告し

ている 58)．

このほかの検定法として，Pace and LeSageは，一

般的な空間統計モデルについて conservativeな検定結

果を与える尤度比検定統計量の下限値を，簡便に評価

する方法を示した 59)．またTrivetz and Murは，SAR

過程と SMA過程を識別する non-nested検定法として

Wald 検定，King point 検定，最小残差二乗和基準を

比較して，サンプル数が少ない時は，最小残差二乗和

基準の検出力が最も高いと報告している 60)．

多くの説明変数を含むモデルから，統計的有意性の

高い説明変数を選択する場合，最も一般的なモデルか

らパラメータの検定を繰り返して有意水準の低い変数

を削除していき，より単純なモデルに進む方法がとら

れる．これはHendryの方法と呼ばれ，検定モデルの説

明変数より多い変数が対立モデルに含まれる nested型

の検定法として用いられている．空間依存構造を同定

するモデル選択に関して Floraxらは，Hendryの方法

と，単純なモデルから複雑なモデルに進む方法を比較

して，Hendryの方法によってモデル選択を行うと適切

なモデルに到達できない場合があることを示した 61)．

Saavedra は GMM によって空間相関を検出する手順

を定式化して，シミュレーション分析を行った 62)．

(4) 適用例

Canは地価データの空間依存を考慮したヘドニック

関数を推計した 63)．同様のヘドニック関数の推計はBras-

ington and Hiteのほか 64)，Benirschka and Binkley65)

や Kim ら 66) も行っている．Kim らは，アメリカ大

統領選挙の投票行動について，地理的なクラスターを



抽出するために投票率関数を推計した 67)．Chen and

Conleyは，貿易品の価格が国際的に均一化する傾向を

SARモデルによって検証した 68)．Baiknerは，アメリ

カの州の支出関数を推計して，スピルオーバー効果の

実証を行った 69)．同様の支出関数の推計は，イギリス

を対象として Revelliも行っている 70)．Overmasらは

メッシュデータを用いて農地率を目的変数とした SAR

を推定して，地理的なクラスターを抽出した 71)．Fin-

gletonは，独占的競争モデルに基づいて，工業生産性

の伸びを SAR によって推計した 72)．さらに’75 年か

ら’95 年までの時系列パネルデータについて，プール

期間を逐次延長しながら地域生産関数を推計して，生

産の一次同次性に関する時系列的な構造変化の検定を

行った 73)．Atenは，輸出入品の価格が貿易によって

均一化する傾向を検証するため，SARモデルによって

時系列的な検討を行った 74)．Magarhaesらはブラジル

の一人あたり所得について，σ 収束（所得の分散が収

束）と β 収束（所得の伸び率が収束）の 2種類の仮説

の検証を目的に，所得関数を推計した 75)．なおこの他

の近年の適用例は Dietzが詳細にまとめている 76)．

5. 時空間統計モデル

式（1）の反応関数において，反応にタイムラグがあ

る場合の観測 yiは時空間的な依存性を示す．空間統計

モデルを時系列モデルと統合した時空間統計モデルで

は，例えばスピルオーバー効果のタイムラグを捉えら

れる分析ツールという意義を持つ．

時空間統計モデルの考え方は以前から提案されてい

たが，現象を記述するためのモデルとして用いられる

場合が多く，政策分析への適用例は少なかった．しか

し Elhorst が示した時空間 ECM モデルは，短期の不

均衡，長期の均衡，スピルオーバー効果という時空間

動学のエッセンスを簡潔に表現できる構造を持ってお

り，政策分析への適用が期待される．本章では，時空

間統計モデルを紹介する．

(1) 空間統計モデルと時系列モデルの融合

時空間統計モデルは，まず先行して開発された時系

列モデルの拡張として提案された．Pfeifer and Deutch，

および Deutch and Pfeiferは，Bocks-Jenkins法を応

用した時系列モデルを定式化して，最尤法によるパラ

メータ推計法を提案した 77)78)79)80)．Y tを t時点にお

けるN地点の観測値で構成されるN×1の行列とする．

ΦP,Λ(BS)φp,λ(B)∇D
S ∇dY t = ΘQ,M (BS)θq,m(B)εt

(27)

Y t は，t 時点における N 地点の観測値で構成される

N × 1の行列である．また式（27）の各項は，次のよ

うに定義される．

ΦP,Λ(BS) = I −
P∑

k=1

Λk∑

l=0

ΦklWlB
kS (28)

φp,λ(B) = I −
p∑

k=1

λk∑

l=0

φklWlB
k (29)

ΘQ,M (BS) = I −
Q∑

k=1

Mk∑

l=0

ΘklWlB
kS (30)

θq,m(B) = I −
q∑

k=1

mk∑

l=0

θklWlB
k (31)

ここでΦkl, φkl：時間ラグ k及び空間ラグ lにおける季

節／非季節の自己回帰パラメータ，Θkl, θkl：時間ラグ k

及び空間ラグ l における季節／非季節の移動平均パラ

メータ，P, p：季節／非季節の自己回帰オーダー，Q, q：

季節／非季節の移動平均オーダー，Λk, λk：k番目の自

己回帰項における季節／非季節の空間オーダー，Mk,mk：

k 番目の移動平均項における季節／非季節の空間オー

ダー，Wl：l 番目の空間オーダーにおける N × N の

空間重み付け行列，D, d：それぞれ季節／非季節の差

分回数，∇D
S ,∇d：季節／非季節の差分オペレータであ

り，季節ラグ Sに対して∇D
S = (I −BS)D,∇d = (I −

B)dである．また εtは時点 tにおける正規分布を取る

ランダム誤差項であり，以下の性質を持つ．E{εt} =

0，E{εt, ε
′
t+s} = σ2IN (S=0場合)，= 0，(S 6=0の場

合)，E{Y t, ε
′
t+s} = 0，(S>0の場合）である．式（27）

は，(pλ, d, qm)× (PΛ, D, QM )S 次の季節乗法的時空間

自己回帰和分移動平均モデル（Seasonal multiplicative

STARIMA model）と呼ばれる．

STARIMAの適用例は少ない．道路ネットワークへ

の適用例として，断面交通量を内生変数としたGarrido

の研究がある 81)．このモデルは道路ネットワークの接

続情報を W として用いており，時間ラグは k = 1で

ある．つまり内生変数は接続する 1時点前の別リンク

から影響を受ける構造を仮定している．Eppersonは，

州間の移民数や環境質の変化に STARIMAを適用した



82)83)．この研究では STARIMA に時空間的な説明変

数 Xt を設定したり，構造化情報 W を用いない定式

化にも言及している．また Niuは，AR項を含まない

STARIMA（STMA）の最尤推定量が漸近一致性と漸

近効率性を有することを示し，中心極限定理が成立す

る条件を検討した 84)．

このほかのアプローチとして，時空間データを多変

量時系列と見なした VARの適用が考えられる 85)．N

地点，T 時点から成る時空間データに対して時間ラグ

kのVARを適用すると，定数項を含む k×N2 + N 個

のパラメータを推定する必要があるが，N が大きな時

空間データではパラメータ数が膨大となって自由度が

不足する．これは次元の呪い（a curse of dimensions）

と呼ばれる問題である．そこでVARを時空間データに

適用する場合は，空間重み付け行列によってパラメー

タを制約してモデルの自由度を確保する方法が提案さ

れているが，これは STARIMAに帰着する．なお空間

重み付け行列による空間依存の制約（wij = 0）を確率

的に設ける方法もあり，Bayesian VARと呼ばれる 86)．

Bayesian VAR では，離れた地点からの影響を表わす

パラメータ φkl, l ≥ l0 の事前分布を E[π(φkl)] = 0と

して事後確率 f(Y t|φk) を最大化するパラメータ制約

を求める．

空間統計モデルを時系列に拡張したモデルは，Elhorst

によって提案されている 87)．Elhorstが検討したCross-

sectional-STAR（以下 C-STAR）はAR項のみで時間

ラグは 1次（k = 1）までしか考慮していないものの，

スピルオーバー効果を含む時空間モデルとなっている．

Y t = τY t−1 + ρtWY t + ρt−1WY t−1 + Xtβt (32)

+Xt−1βt−1 + WXtβ
w
t + WXt−1β

w
t−1 + εt

Elhorstは誤差項 εt および Xtβt 以外の各項が存在し

ない場合について，それぞれ尤度関数を示し，Hendry

の方法（式（32）から出発して検定を繰り返して，有

意とならない変数を省いていく方法）によって，ヨー

ロッパ各国の失業率データを用いて，実証分析を行っ

た．なお C-STARは，Niuらが気象データの空間依存

構造を推定するために適用している 88)．また Elhorst

は，誤差項に関する 1次の空間依存と 1次の系列相関

を含む C-SMAについて，誤差過程が定常性を満たす

ような系列相関パラメータ τ と空間依存パラメータ ρt

の範囲は独立ではなく，空間依存が大きいときは系列

表－１　 STARIMA，C-STAR，SARの変数

右辺の変数 STARIMA C-STAR SAR

y−i,t−k k ≥ 1 k ≥ 0 k = 0
xi,t−k × k ≥ 0 k = 0

相関が小さい（その逆も成立する）という条件の存在

を指摘した 89)．

表－１に STARIMAと C-STAR，および SARの右

辺に含まれる変数の違いをまとめる．なお添字−i, tは

時点 tにおける地点 i以外の地点を意味する．

(2) １次のC-STARと時空間 ECM

Elhorstは，１次の C-STARから短期的な動学と長

期の均衡関係を含む誤差修正モデル（ECM：Error Cor-

rection Model）を導いた 87)．以下に示すように，ECM

は VAR のパラメータを再編することによって得られ

る．まず空間構造を持たない 1 次の VAR と，これに

対応する ECMを示す．Y t，Xtを時点 tにおける観測

ベクトルとすれば，１次の VAR は次のように定式化

される．

Y t = τY t−1 + Xtβt + Xt−1βt−1 + εt (33)

式（33）をECM形で表現すると，式（34）を得る．な

お4Y t = Y t − Y t−1 である．

4Y t = 4Xtβt − (1− τ)δt−1 + εt (34)

δt−1 = Y t−1 −Xt−1
βt + βt−1

1− τ
(35)

均衡状態では恒等式 4Y t ≡ 4Xt ≡ 0 が成り立つ

が，短期的には不均衡になる場合もある．すなわち，式

（34）の左辺及び右辺第１項は短期的な動学を表わす．

第２項は調整パラメータ 0 < (1− τ) < 1と，t− 1時

点における均衡方程式 Y t−1 = Xt−1
βt+βt−1

1−τ からの

乖離量 δt−1の積である．調整パラメータの符号条件よ

り，δt−1 > 0ならば4Y tを減少させるような調整が起

こる．したがって (βt+βt−1/(1−τ)は Y tとXtの長期

的な均衡関係を表わす．以上の議論は，式（32）の１

次のC-STARに関しても成立する．式（34）との比較

のため，説明変数の空間依存を表わすパラメータにつ

いては βw
t = βw

t−1 = 0とすれば，このときのC-STAR

モデルは式（36）となる．

Y t = τY t−1 + ρtWY t + ρt−1WY t−1

+β1Xt + β2Xt−1 + εt (36)



さらに変形すると，式（37）の ECMが得られる．

4Y t = (I − ρtW )−14Xtβt

−(1− τ)(I − ρtW )−1δ∗t−1 + (I − ρtW )−1εt　

(37)

δ∗t−1 = Y t−1 − ρt + ρt−1

1− τ
WY t−1 −Xt−1

βt + βt−1

1− τ

(38)

式（35）と式（38）を比較すると，Y tとXtの長期的

な均衡関係を表わすパラメータに，空間的な依存関係

を表わすパラメータが含まれており，C-STARモデル

が時空間 ECMモデルとして表現されている．また式

（38）において，ρ∗ = (ρt + ρt−1)/(1− τ)，β∗ = (βt +

βt−1)/(1− τ)と置換すれば，式（8）の SARが得られ

る．時空間依存を表わすパラメータ ρt−1は空間的なス

ピルオーバー効果が時間遅れを伴って波及する強さを

表わしており，それが大きいほど均衡状態の ρ∗が大き

くなることがわかる．

6. おわりに

本稿では空間統計モデルの研究動向と，時空間統計

モデルへの展開について述べてきた．空間統計モデル

が関係する研究は膨大で，ここで紹介できたのはその

ほんの一部分に過ぎない．たとえば離散選択の MNP

モデルの誤差項を構造化する方法として 90)，効用関数

の地点間の誤差構造に式（11）を仮定したモデルが提

案されている 91)．空間データの相互依存性を考慮した

構造モデルについては，なお精査する必要がある．

今後は，従来研究が進められてきた効率的なパラメー

タ推計法に加えて，空間属性と非空間属性の因果性に

関する仮説検定法の開発が必要である．このような仮

説検定は，時空間データを必要とする．また時系列方

向に十分な時空間データが得られる場合には，空間の

構造変化の検定手法が必要である．

公共政策の効果が空間的あるいは時空間的に波及す

る現象は，ある地域に社会資本整備を行う理由として

しばしば挙げられてきたが，空間統計モデルによる事

後的な検証は，これまであまり行われてこなかった．分

析に必要な社会資本や社会経済統計などの空間データ

や時空間データの整備は，徐々に進んでいるので，適

用例を蓄積しながら，政策分析に役立つ空間統計モデ

ルの開発を進める必要がある．

理論物理学の発展が素粒子の観測と表裏一体である

ように，都市や地域に関する理論も，空間や時空間の

統計データを用いた実証研究と共に，相互に発展する

ことを願っている．
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