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1 はじめに

本研究の目的は, 旅行時間の不確実性を考慮した
動的システム最適 (DSO: Dynamic System Optimal)
配分問題を解くアルゴリズムを開発することである.
解析の対象は, First-In-First-Out(FIFO)条件を満足
するパラレルリンクネットワークである.

従来より, DSO配分に関してはいくつかの研究が
ある1)2). しかし,従来研究では,いずれもネットワー
ク要件が確定的な場合のみを議論しており, OD交通
量や旅行時間が本質的に持つ不確実性を一切考慮し

ていない.

本研究では, まず, 旅行時間の不確実性を考慮した
DSO配分問題を, 確率的最適制御問題として定式化
する. 次に, その最適制御問題の最適制御条件が, サ
ブ問題としていくつかの線形相補性問題を組み合わ

せた問題として表現できることを示す. そして,この
結果を活用すれば, 定式化した最適制御問題を, 最近
の数理計画理論に基づくアルゴリズムによって,効率
的に解けることを示す.

2 状況設定とモデルの定式化

(1) ネットワーク及び交通需要条件

本研究において対象とするネットワークは,ノード
が 2つ, ODペアが 1つ, リンクが並行に 2本存在す
るようなパラレルリンクネットワークである. 紙面
の都合上, 本稿では, リンク 1を高速道路, リンク 2
を一般道路と見做したパラレルリンクネットワーク

の場合のみを定式化/解析する. この状況は, 高速道
路と一般道路が並行して走るネットワークにおける

ランプ流入制御問題と見做すこともできる.

DSO 配分とは, 最大流出率, 旅行時間, OD 需要
q(t) を与件として, 計画時間帯 [0, T ] でネットワー
ク全体で消費される総旅行時間を最小化するような,
リンク 1へのフロー流入率 u(t)を求める問題である.
本研究では, リンク 2の旅行時間が不確実性を持ち,
時々刻々確率的に変動するものとする.
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(2) リンク・モデル

リンク 1 – 高速道路 高速道路として見做されるリ

ンク 1では, 旅行時間を 0, 最大流出率を µ < ∞と
する. リンク 1の待ち行列台数を x(t)とすれば, リ
ンク 1の旅行時間 c1(t)は

c1(t) ≡ x(t)/µ (1)

で与えられる. また, 待ち行列台数 x(t)の時間変化
率 dx(t)/dt ≡ ẋ(t)は

ẋ(t) =





u(t)− µ if x(t) > 0

max[u(t)− µ, 0] if x(t) = 0
(2)

となる.

リンク 2 – 一般道路 一般道路を集約したものとし

て見做されるリンク 2では,旅行時間がm(t) 6= 0,最
大流出率は無限大とする. リンク 2の旅行時間 c2(t)
は

c2(t) ≡ m(t) (3)

で与えられる. ここで, 自由旅行時間 m(t)は, その
変動が以下の幾何 Brown運動に従うものとする:

dm/m(t) = α(t)dt + σdz. (4)

ここで α(t)は確定的な時間変化率, σ は不確実性の

度合である. また, dz は標準Wiener 過程の増分で
あり, 旅行時間の不確実な変動を表す.

(3) 確率的最適制御問題としての定式化

前節までの議論に, 各変数の非負制約, 境界条件
を付加することにより, DSO 配分を求める問題は,
u(t)を制御変数とする以下の確率的最適制御問題 [S-

DSO]として定式化できる:

min
{u(t)}

E0

[∫ T

0

{c1(τ)u(τ) + c2(τ) (q(τ)− u(τ))} dτ

]

subject to Eqs.(1), (2), (3), (4)

x(t) ≥ 0, u(t) ≥ 0, x(0) = 0, x(T ) is free.



表 1: ネットワークの状態別最適制御条件

ネットワーク状態 (x(t),m(t), q(t))による分類 最適制御条件 最適な流入率 制御番号

x(t) = 0 q(t) < µ – 0 = L0V (t, x(t),m(t)) u(t) = q(t) A

q(t) ≥ µ m(t) ≤ ∂V/∂x 0 = C1 + L0V (t, x(t),m(t)) u(t) = µ B

m(t) > ∂V/∂x 0 = LqV (t, x(t),m(t)) u(t) = q(t) C

x(t) > 0 – m(t) ≤ x(t)/µ + ∂V/∂x 0 = C2 + LµV (t, x(t),m(t)) u(t) = 0 D

m(t) > x(t)/µ + ∂V/∂x 0 = C3 + LqV (t, x(t),m(t)) u(t) = q(t) E

3 最適制御条件

本節ではまず, DP原理を用いて, 問題 [S-DSO]の

最適値関数が満すべき条件 (i.e. Hamilton-Jacobi-
Bellman(HJB)方程式)を導出する. この HJB方程
式は, 状態変数及びネットワーク要件により, 各状態
での制御ルールとともに, 成立すべき条件として場
合分けできる. そして, この場合分けされた各条件
が,線形相補性問題として表現できることを示す. つ
まり, 問題 [S-DSO]は, いくつかの線形相補性問題を
サブ問題として組み合せた問題であることが明らか

になる.

(1) HJB方程式の導出

最適値関数 V (t, x(t),m(t))を

V (t, x(t),m(t)) ≡ min
{u(t)}

Et

[∫ T

t

C(u(τ))dτ

]
(5)

と定義する. ここで, C(u(t)) ≡ c1(t)u(t) +
c2(t)(q(t) − u(t)) である. DP 原理により各時刻毎
の問題に分割し, 伊藤の補題を用いて整理すると, 任
意の時刻 tについて最適値関数が満すべき条件であ

る HJB方程式が求まる:

0 = min
{u(t)}

[
C(u(t)) + ẋ(t)

∂V

∂x

]

+ α(t)m(t)
∂V

∂m
+

1
2
σ2m2(t)

∂2V

∂m2
+

∂V

∂t
(6)

(2) 最適制御ルール

式 (6)で示されるHJB方程式は, 待ち行列 x(t)の
ある/なし, OD需要 q(t)と最大流出率 µの大小関係,
旅行時間 m(t)と渋滞待ち時間の大小関係によって,
その時の最適制御ルールと共に, 表 1 のように場合
分けできる. ただし, L0,Lq,Lµは以下で定義される

微分演算子である:

L0 ≡ αm(t)
∂

∂m
+

1
2
σ2m(t)2

∂2

∂m2
+

∂

∂t
(7)

Lq ≡ {q(t)− µ} ∂

∂x
+ L0, Lµ ≡ −µ

∂

∂x
+ L0 (8)

また, C1 ≡ m(t){q(t) − µ}, C2 ≡ m(t)q(t), C3 ≡
q(t)x(t)/µである.

(3) 最適制御条件の持つ構造と
線形相補性問題としての表現

表 1 に示す最適制御条件 A～E のうち, 旅行時間
m(t)と渋滞待ち時間の大小関係で分類される条件B
と条件C,及び条件Dと条件Eは,その各々が排他的
に成立する. また,排他的に成立する各最適制御条件
は,ネットワーク要件及び対応する最適制御ルールか
ら, 非成立時は非負の値をもつことが解る. よって,
この最適制御条件は, 線形相補性問題を含む, サブ問
題 [PDE1],[LCP1], [LCP2] の組み合わせとして表現

できる:

x(t) = 0 (待ち行列がない状態)

[PDE1] if 0 ≤ q(t) < µ, 0 = L0V (t, x,m)

[LCP1] if 0 ≤ µ < q(t),




[C1 + L0V (t, x, m)] [LqV (t, x, m)] = 0

C1 + L0V (t, x,m) ≥ 0,LqV (t, x, m) ≥ 0

x(t) > 0 (待ち行列がある状態)

[LCP2]





[C2 + LµV (t, x,m)] [C3 + LqV (t, x,m)] = 0

C2 + LµV (t, x, m) ≥ 0, C3 + LqV (t, x, m) ≥ 0

サブ問題 [PDE1], [LCP1], [LCP2] の状態変数

x(t),m(t) に関する境界条件は, 以下の i)～iv) で与
えられる:

i) m(t) →∞
このとき, 一般道路にはフローを流さずに,
u(t) = q(t)とすることが最適制御であるため,

V (t, x, m →∞) =
∫ s

t

{Q(τ)− µτ} dτ

− [Q(t)− x(t)] (9)



となる. ここで, Q(t) は時刻 tまでの累積 OD
交通量である. また, s は渋滞終了時刻であり,
ネットワーク要件から容易に求められる.

ii) m(t) → 0
一般道の旅行時間が 0であり, 一般道は非渋滞
である. また, 旅行時間 m(t)が幾何 Brown運
動に従うため,

V (t, x(t),m → 0) = 0. (10)

iii) x(t) →∞
このとき, 一般道路に全てのフローを流す

u(t) = 0が最適制御となるため,

V (t, x →∞,m) = Et

[∫ T

t

q(s)m(s)ds

]
.

(11)

iv) x(t) → 0
q(t) ≤ µ のときは [PDE1], q(t) > µ のときは

[LCP1] の解として与えられる. これらのサブ
問題を解く際に, 境界条件として i)m(t) → ∞,
ii)m(t) → 0 を用いる.

ネットワークの状態と最適制御, 及び境界条件の
関係を図 1に示す. 時刻 tにおける q(t)と µの関係

により, 図中 (1), (2)の 2つの制御パターンが存在す
る. 図中 (1)では, 境界条件 ii)として [PDE1]の解を

用い, その境界上では制御 Aとなる. 一方, 図中 (2)
では, 境界条件 ii)として [LCP1]の解を用いる. この
とき,境界条件 ii)上での制御は,自由境界 ∂V/∂x(数
値的に解かなければ求まらない)と旅行時間m(t)の
大小関係により, 制御 Bと制御 Cに分けられる.
境界条件 ii)以外の部分は, 図中 (1), (2)共通であ

り, [LCP2]を解く問題である. [LCP2]に関しても,自
由境界 x(t)/µ + ∂V/∂xと旅行時間m(t)の大小関係
により, 制御 Dと制御 Eに分けられる.
このように, これらのサブ問題は, x(t) > 0 の場

合の問題である [LCP2] を解く際に, 境界条件とし
て x(t) = 0 の場合の問題である [PDE1] あるいは

[LCP1]の解を用いるという構造を持っている. また,
[LCP1], [LCP2] に関しては, 数値的に解かなければ
求まらない自由境界によって, 最適制御が異なるこ
とが解る.

4 アルゴリズム

本節では, まず, 前節で示した各サブ問題を離散化
する. そして, その結果を活用すれば, 確率的最適制
御問題 [S-DSO]は, 最近の数理計画理論に基づくア
ルゴリズムによって, 効率的に解けることを示す.
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図 1: 各サブ問題の境界条件を介した関係

(1) 問題の離散化表現

以下のサブ問題の離散化では, 時刻 t を t = k∆t

と離散表現する. 0 ≤ k ≤ K, K∆t = T である. 時
刻 kにおけるOD需要を qk, 累積OD需要をQk, 待
ち行列台数を xk と離散表現する. また, 最適値関数
ベクトルを V k と置く. 特に, xk = 0であるときの
(i.e. 境界条件 iv)上での)最適値関数ベクトルを V̂

k

とする. さらに, 前節で明示した境界条件 i)～iv)を
離散表現したものを, 境界条件 I)～IV)とする.

[PDE1]の離散化 [PDE1]は, 典型的な 1変数の偏
微分方程式を解く問題そのものである. 結果として,
[PDE1]は以下のように離散近似される:

Mk+1
1 V̂

k+1 −Mk
2V̂

k
= 0 (12)

ここで, Mk+1
1 , Mk

2 は, 微分演算子L0を適当な差分

スキームで離散化して得られる正方行列である. こ
の離散近似した問題を, 境界条件 I)の下で解く.

[LCP1] の離散化 [LCP1] 内の微分演算子 Lq は,
x(t) 及び m(t) についての偏導関数を含むため,
LqV = 0は 2変数の偏微分方程式となっている. し
かし, [LCP1]は x(t) = 0, µ < q(t)の場合に成立する



ことを考慮すれば, ∂V/∂x ≈ 1/µと近似できる∗. こ
のことを利用すれば, [LCP1]は 1変数の偏微分方程
式によって構成されるLCPとなり, [PDE1]とほぼ同

様の手順によって離散化できる. 結果として, [LCP1]

は以下のように離散化される:




[
C1 + Mk+1

1 V̂
k+1 −Mk

2V̂
k
]
·[

1
µ

(qk − µ)1 + Mk+1
1 V̂

k+1 −Mk
2V̂

k
]

= 0

C1 + Mk+1
1 V̂

k+1 −Mk
2V̂

k ≥ 0,
1
µ

(qk − µ)1 + Mk+1
1 V̂

k+1 −Mk
2V̂

k ≥ 0

(13)
ここで, C1は C1を離散化した定数ベクトルである.
この離散近似した問題を, [PDE1] と同様, 境界条件
I)の下で解く.

[LCP2]の離散化 [LCP2]は,典型的な 2変数の偏微
分方程式を解く問題である. 結論として, [LCP2]は,
以下のように離散近似される:




[
C2 + HµV k − V k+1

]
·
[
C3 + HqV

k − V k+1
]

= 0

C2 + HµV k − V k+1 ≥ 0,C3 + HqV
k − V k+1 ≥ 0

(14)
ここで, Hµ,Hq は, 微分演算子 Lµ,Lq を適当な差

分スキームで離散化して得られる正方行列, C2,C3

は C2, C3を離散化した定数ベクトルである. この離
散近似された問題を, 境界条件 I), II), III), そして
IV)([PDE1] あるいは [LCP1]で求めた V̂

k
に対応す

る)の下で解く.

(2) 各サブ問題を解くアルゴリズム

式 (12), 式 (13), 式 (14)で示される最適制御条件
は, 仮に V k を既知とすれば, V k+1 のみを未知変数

とする問題である. 一方, 最適値関数 V (t, x,m)の定
義により, 満期 T では V K = 0 である. したがっ
て, 式 (12), 式 (13), 式 (14)により, 時点 k = 0から
k = K で定義された一群の問題は, 時点 k = K か

ら k = 0へと後ろ向きに考えれば, 各時点 k 毎に逐

次的に解くことができる. よって以下では, 時刻 kで

のサブ問題の解法について説明する.

[PDE1]の解法 [PDE1]は, 連立方程式を解く問題
に帰着しており, Jacobi法, SOR法など, 既存のアル
ゴリズムにより容易に解くことができる.

[LCP1], [LCP2] の解法 式 (13), 式 (14) は, 一般
化相補性問題 (GCP: Generalized Complementarity

∗∂V/∂x は, 待ち行列台数が 1 台増えたときの, ネットワー
クで消費される旅行時間の増分である. また, 時刻 t においては
x(t) = 0 かつ µ < q(t) であるので.

Problem)の特殊ケースである. 近年, 数理計画理論
の分野において, GCPに対する効率的なアルゴリズ
ムが開発されている3). この結果を用いることで, 式
(13), 式 (14)で示されるサブ問題 [LCP1], [LCP2]を

効率的に解くことができる.

(3) 全体のアルゴリズム

各サブ問題を解くルーチンを [Alg-PDE1], [Alg-

LCP1], [Alg-LCP2] とすると, 問題 [S-DSO] を解く

アルゴリズム [Alg-S-DSO] は, 以下のように纏めら
れる:¶ ³

[Alg-S-DSO]

(最適値関数の終端条件)
V K := 0;
(時間ループ)
for k := K − 1 to 0 step 1 do

(境界条件 I)を用いて,
xk = 0のときの最適値関数 V̂

k
を求める)

if qk ≤ µ then

V̂
k

:= [Alg-PDE1];
end if

else if µ < qk then

V̂
k

:= [Alg-LCP1];
end if

(上で求めた V̂
k
を境界条件として用いて,

xk 6= 0のときの最適値関数 V k を求める)
V k := [Alg-LCP2];

end for.
µ ´

5 おわりに

本研究では, 旅行時間の不確実性を考慮した動的
システム最適配分問題の解法を開発した. 発表会で
は, 開発した [Alg-S-DSO]を計算機に実装し, 具体的
なネットワークについて数値計算を行なった結果を

報告する予定である.
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