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1 はじめに

不確実なキャッシュ・フローを発生させる不動産やプロ

ジェクトの多くは，複数のリアル・オプションから構成され

る複合オプションと見なせる．例えば，賃貸住宅や賃貸オ

フィスなど，様々な用途に利用可能な土地は，各用途に応じ

た土地の利用権の束と捉えられる．

従来，リアル・オプション理論を用いた研究には，Dixit

and Pindyck2) をはじめとする膨大な蓄積が存在する．し

かし，上述の不動産やプロジェクトの評価にこれらの研究

をそのまま適用するには，以下の 2 点で疑問が残る．第 1

に，これらの研究は，いずれも，特定の権利行使構造のみを

対象としており，異なる構造のリアル・オプション問題を

システマティックに扱うものではない．第 2 に，従来研究

の殆どは，特殊な状況を想定した限定的な分析を行うに留

まっている．具体的には，無限満期の枠組みの下で，状態変

数が幾何 Brown 運動に従うとし，value matching 条件と

smooth pasting条件より解析解が求められるケースだけを

分析対象としている．従って，これらの研究は，有限満期の

枠組みや，状態変数が任意のプロセスに従う場合といった，

より現実的な状況を扱うことができない．

このような背景に鑑み，長江・赤松 3) は，複雑な権利行

使構造をもつリアル・オプション問題を，統一的に記述・分

析するための枠組みを提案した．本研究では，この枠組み

の下で，以下の 2つを行うことを目的とする．第 1に，有限

満期の枠組みと任意の状態変数プロセスを前提とした上で，

異なる権利行使構造をもつリアル・オプションの評価問題

が，変分不等式問題として統一的に記述・分析できることを

明らかにする．ここで対象とするオプション構造は，先行研

究 3) の枠組み中で基本となる 4つの構造 (後述)である．第

2に，この問題を離散化したものが，数理計画分野での理論

発展が著しい有限次元の線形相補性問題に帰着することを

明らかにし，その最先端の理論を応用した解法を開発する．

本稿の構成は以下の通りである．続く第 2 章でモデルの

枠組みを示し，その枠組みの下で，第 3章でオプション評価

問題の定式化および数理的な解析を行う．最後に，第 4 章

で，この解析結果を利用したオプション評価問題の数値解

法を示す．
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2 モデルの枠組み
(1) 有向グラフとしての権利行使構造の表現

本研究では，オプションが持つ権利行使構造を，オプショ

ンの “アクティビティ” をノードとし，そのアクティビティ

間の推移関係を有向リンクで表した有向グラフを用いて表

現する．ここで，アクティビティとは，ある特定の経済活

動状況 (e.g. 土地の賃貸住宅としての運用，有料道路の建

設) を行っている状況を指す．このグラフ上では，オプショ

ンの権利行使 (意思決定)は，アクティビティの変更として

表現される．アクティビティ n から m への変更 (権利行

使)が行えるとき，このアクティビティの変更を有向リンク

(n,m)で表現する．以下では，このリンクを nからmへの

推移リンクと呼ぶ．

本稿では，このようなグラフとして表されるオプション

構造の内，図 1に示す 4つの構造を対象とする．これらの

構造を対象とする意義は以下の 2 点である．第 1 に，従来

のリアル・オプション分析で対象とされてきた権利行使構

造の多くは，この 4つの構造のいずれかに分類できる．第 2

に，これらの構造は，先行研究 3) の枠組み中で基本となる

構造であり，本稿での分析結果を用いることで，より複雑な

権利行使構造に対する分析および解法の開発が可能となる．
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図 1: リアル・オプションの権利行使構造

(2) アクティビティから発生するキャッシュ・フロー

対象時間帯を [0, T ]とし，時刻 T での事象集合を Ωとす

る．Ωに対する客観的確率測度を P ≡ {P(ω)|ω ∈ Ω}で表
し，Ω のフィルトレーション F ≡ {F(t)|t ∈ [0, T ]} を定
義する．本稿では，各アクティビティから発生するキャッ

シュ・フローを，以下の伊藤拡散過程に従う “代表的な状態

変数” P (t)の関数として表現する：

dP (t) = αn(t, P ) dt+σn(t, P ) dZ(t), P (0) = P0,∀n. (1)

ここで，αn, σn : [0, T ]×R → Rは既知関数， dZ(t)は確

率空間 (Ω,P,F)上で定義される 1次元Wiener過程の増分



である．このような状態変数の例としては，景気指数 (e.g.

TOPIX)，交通量，人口，財や資産の価格などが挙げられ

る．本研究の枠組みでは，選択されるアクティビティによっ

て状態変数プロセスが異なっていても良いことに注意され

たい．このことは，例えば，地代の成長過程が賃貸住宅や駐

車場といった土地の用途に応じてそれぞれ異なるような場

合にも，本提案手法が適用可能であることを意味している．

以下では，時刻 tにおいて，状態変数 P が観測された状況

を，2 つ組 (t, P ) で表現し，その状況下での条件付期待値

を，Et,P [·] ≡ E [·|P (t) = P ]で表す．また，状況 (t, P )の

空間を，K ≡ [0, T ]×Rで表す．
本稿では，状態変数 P (t) およびWiener 過程 Z(t) の次

元を，いずれも 1次元と仮定する．これは，理論展開を簡潔

にするための便宜であり，本提案手法の本質的な仮定ある

いは限界を示すものではない．

対象とするオプションの，各アクティビティから発生する

キャッシュ・フローは，以下の 3つに区別される：第 1に，

[0, T )の間，毎時刻，時間について連続的に発生する “利潤

フロー”，第 2 に，満期 T においてのみ瞬間的に発生する

“終端ペイ・オフ”，第 3 に，アクティビティを変更すると

きに瞬間的に発生する “推移費用”．以下では，アクティビ

ティ nから状況 (t, P (t))に発生する単位時間当たりの利潤

フロー，および満期での状況 (T, P (T )) で発生する終端ペ

イ・オフを，それぞれ，既知関数 πn(t) ≡ πn(t, P (t))およ

び F (T ) ≡ F (P (T ))で表す．アクティビティ nから mへ

の推移費用を，所与の定数 Cn,m で表す．また，これらの

キャッシュ・フローの割引率を，所与の定数 r で表す．

3 定式化

本稿では，図 1に示した各構造の問題に対して，オプショ

ン評価問題を定式化し，DP分解によって導かれる最適性条

件が変分不等式として記述されることを明らかにする．本

節では，紙面の都合上，基本型，分岐型，サイクル型構造の

みを対象として分析を行う．図 1b) のタンデム型について

は，ここでは議論を省略するが，各リンクごとの基本型構造

の問題に分解できることが判っている．

(1) 基本型構造

本稿では，図 1a) のように，2 つのノードが 1 本の推移

リンクで結ばれた構造を，基本型 (部分)構造と呼ぶ．任意

の権利行使構造は，いずれも，この基本型構造の組み合わせ

で表現される．従来の金融/リアル・オプションの殆どは，

このような基本型構造を対象としている．例えば，ファイ

ナンス分野におけるアメリカン・オプションや，Dixit and

Pindyck2) が扱った一度きりの投資問題は，いずれも，この

基本型構造で表現できる．以下では，理論展開を簡潔に示

すため，ノード 1からの利潤フローおよび終端ペイ・オフが

発生しない (i.e. π1(t) = F1(T ) = 0)とする．

図 1a) の構造を持つオプションの所有者は，期間 [0, T ]

内にオプションから得られる期待利潤を最大とするように，

ノード 1から 2への推移時刻 τ を決定する．この合理的行

動は以下の最適停止問題として定式化される：

[P-A]

max
τ∈[0,T ]

E

[∫ T

τ

e−rtπ2(t) dt + e−rT F2(T )− e−rτC1,2

]
.

DP原理を用いてこの問題を分解すれば，状況 (t, P )におけ

る以下の HJB方程式を得る：

V1(t, P ) = max.
{

e−r dtEt [V1(t, P ) + dV1(t, P )] ,

V2(t, P )− C1,2

}
, ∀(t, P ) ∈ K. (2)

ここで，V1(t, P ) は問題 [P-A] の最適値関数，V2(t, P ) は

ノード 2の “価値”であり，それぞれ，以下のように定義さ

れる：

V1(t, P ) ≡ max.
τ∈[t,T ]

Et,P

[
e−r(τ−t) {V2(τ, P (τ))− C1,2}

]
(3)

V2(t, P ) ≡ Et,P

[∫ T

t

e−r(s−t)π2 ds + e−r(T−t)F2(T )
]
.(4)

ただし，V1(t, P )の終端条件は以下の式で表される：

V1(T, P ) = max. {0, F2(T )− C1,2} . (5)

式 (3), (4) で定義される Vn(t, P ) は，状況 (t, P ) にお

いてノード n が選択されている条件下で，それ以降の期間

[t, T ] に得られる最大期待利潤を表す．本稿では，これを

ノードの “価値”と呼ぶ．この意味において，問題 [P-A]の

最適値関数と，初期ノード n0 = 1の価値は等価であり，以

下では両者を特に区別しないものとする．

式 (2) に伊藤の補題を適用して整理すれば，問題 [P-A]

は，以下の無限次元 VIPに帰着する：

[VIP-A] Find {V1(t, P )|(t, P ) ∈ K} such that

min.
{
−L1V1(t, P ), Φ1V1(t, P )

}
= 0, ∀(t, P ) ∈ K.

ただし，終端条件は (5) である．ここで，Ln は式 (1) の

ノードごとの状態変数プロセスから決定される偏微分演算

子であり，以下のように定義される：

Ln ≡ ∂

∂t
+

∂

∂P
αn(t, P ) +

1
2

∂2

∂P 2
σ2

n(t, P )− r, ∀n. (6)

また，Φ1 は以下のように定義される演算子である：

Φ1V1(t, P ) ≡ V1(t, P )− V2(t, P ) + C1,2. (7)



ここで，ノード 2の価値 V2(t, P )は，式 (4)より予め計算

可能であるため，問題 [P-A]においては，(t, P )についての

既知関数と見なせることに注意されたい．

(2) 分岐型構造

次に，図 1c) のような分岐型構造を考えよう．このよう

な分岐型構造をもつオプションの例として，背景で述べた

ような複数の用途をもつ不動産などが挙げられる．本節で

は前，節と同様，ノード 1からは利潤が発生せず，ノード 2,

3からのみ利潤フローおよび終端ペイ・オフが発生すると仮

定する．この仮定は，上述の不動産の例では，ノード 1 を

更地，ノード 2, 3を賃貸住宅および賃貸オフィスと見なし，

各用途に応じて地代収入が発生する状況に相当する．前節

の基本構造と図 1c) の分岐型構造との違いは，オプション

の所有者が権利行使時刻 τ だけでなく，推移先 m(τ) を決

定できる点である．このとき，オプションの利潤最大化行

動は以下のように定式化される：

[P-B]

max
(τ,m(τ))

E

[∫ T

τ

e−rtπm(τ) dt + e−rT Fm(τ) − e−rτC1,m(τ)

]

前節と同様に，各ノードの価値を以下のように定義する：

V1(t, P ) ≡ max.
τ∈[t,T ]

Et,P

[
e−r(τ−t)

max.
m(τ)∈{2,3}

{
Vm(τ)(τ, P (τ))− C1,m(τ)

}]
(8)

Vm(t, P ) ≡ Et,P

[∫ T

t

e−r(s−t)πm ds + e−r(T−t)Fm(T )
]

(9)

ただし，m = 2, 3．また，V1(t, P )の終端条件は以下の式：

V1(T, P ) = max.

{
0, max.

m∈{2,3}
{Fm(T )− C1,m}

}
. (10)

で表される．このとき，問題 [P-B] は以下の無限次元 VIP

に帰着する：

[VIP-B] Find {V1(t, P )|(t, P ) ∈ K} such that

min
{
−L1V1(t, P ),Φ1V1(t, P )

}
= 0, ∀(t, P ) ∈ K.

ただし，終端条件は (10)である．また，Φ1 は以下のように

定義される演算子である：

Φ1V1(t, P ) ≡ V1(t, P )− max.
m∈{2,3}

{Vm(t, P )− C1,m} (11)

ここで V2(t, P ), V3(t, P )は前節と同様，式 (9)から予め計

算できる．すなわち，式 (11)の右辺第 2項もまた，基本構

造問題と同様，(t, P )についての既知関数として扱えること

に注意されたい．これより，問題 [VIP-B]は，推移先の純価

値の最大値 max.
m∈{2,3}

{Vm(t, P )− C1,m}を予め計算すること
で，基本型構造の問題に帰着することが判った．

(3) サイクル型構造

ここまでの議論は，不可逆な権利行使構造のみを対象と

した．しかし，現実のリアル・オプション分析においては，

意思決定が可逆的である場合も多い．このような権利行使

構造は，図 1d) のようにノード間を相互に推移できるサイ

クル型構造として表現される．本節では，このサイクル型構

造の問題が，それぞれのノードの価値を同時に求める VIP

に帰着することを示す．以下では，理論展開を簡潔に示す

ために，それぞれのノードに終端ペイ・オフが存在せず (i.e.

F1(T ) = F2(T ) = 0)，利潤フロー π1(t), π2(t) のみが発生

すると仮定する．

図 1d) の構造をもつオプションの所有者は，期待利潤の

最大化を目的としてノード推移戦略 {n(t)}を決定する．こ
こで n(t)は時刻 tで選択されるノードであり，一般性を損

なうことなく，n(0) = 1とする．この行動は以下のように

定式化される：

[P-C]

max.
{n(t)|t∈[0,T ]}

E

[∫ T

0

e−rtπn(t) dt−
∑

k

e−rτkCn(τ−k ),n(τk)

]

ここで，τk は k 番目に行われた推移時刻，n(τ−k )はその直

前に選択されていたノードを表す．

ここで，各ノードの価値を以下のように定義する：

Vm(t, P ) ≡ max.
{n(s)|s∈[t,T ],n(t)=m}

Et,P

[∫ T

t

e−r(s−t)πn(s) ds−
∑

k

e−r(τk−t)Cn(τ−k ),n(τk)

]
.

ただし，m = 1, 2．このとき，ノード 1の価値 V1(t)につい

て以下の変分不等式条件が成立する：

min.
{
−L1V1(t, P )−π1(t), V1(t, P )−V2(t, P )+C1,2

}
= 0.

(12)

ノード 2 についても，同様の変分不等式条件が成立する．

ここで，式 (12)は，未知関数 V2(t, P )を含むため，それだ

けで独立した条件ではない．従って，状況 (t, P ) で成立す

べき問題は，条件 (12)をノード 1,2について連立させた以

下の VIPとなる：

[VIP-C] Find {V (t, P )|(t, P ) ∈ K} such that

min. {−LV (t, P )− π(t),ΦV (t, P )} = 0, ∀(t, P ) ∈ K.

ただし，終端条件は F1(T ) = F2(T ) = 0より，Vm(t, P ) =

0,∀m = 1, 2である．また，V (t, P ) ≡ {V1(t, P ), V2(t, P )}，
LV (t, P ) ≡ {L1V1(t, P ),L2V2(t, P )} であり，Φ ≡
{Φ1,Φ2}は以下のように定義される演算子である：

ΦV (t, P ) ≡
[
Φ1V (t, P )
Φ2V (t, P )

]
≡

[
V1(t, P )− V2(t, P ) + C1,2

V2(t, P )− V1(t, P ) + C2,1

]
.



4 数値解法
これまでの議論により，図 1 に示される全ての構造のオ

プション評価問題が，いずれも無限次元 VIPに帰着するこ

とが判った．本章では，これらの問題に対する数値解法を示

す．具体的には，まず，無限次元 VIPを数値的に扱うため

に，時間と状態変数を離散化する．次に，こうして得られた

有限次元 VIPに対して，適切な変数変換を適用する．これ

によって，オプション評価問題が，確率制御やファイナンス

とは全く異なる背景をもつ数理計画の分野で盛んに研究さ

れている線形相補性問題 (LCP: Linear Complementarity

Problem)に帰着することを明らかにする．

本章で解説する解法は，従来の binomial treeを用いた解

法に比べ，以下の 2点で優れている．第 1に，本手法は，サ

イクル型構造のように，複数のノードの価値を同時に求め

る問題にも適用可能である．このような問題を従来手法で

解くことは非常に困難であり，その点でこの優位性は本研

究の重要な貢献である．第 2 に，状態変数が任意のプロセ

ス (e.g. 中心回帰過程)に従い，かつ，ノードごとにそのプ

ロセスが異なるような一般的なケースにも，容易に適用可

能である．さらに，本提案解法は，より複雑な権利行使構造

をもつオプション評価問題 3) の数値解法において必要不可

欠である．以下では，紙面の都合上，前章 (3)節で述べたサ

イクル型構造のみを対象として解説を行う．ここでの解法

は，当然ながら，他の構造の問題にも適用可能である．

まず，十分に大きな状態変数の領域 [Pmin, Pmax] をと

る．そして，時間と状態変数の空間 [0, T ] × [Pmin, Pmax]

を，格子 γ ≡ {(i, j)|i = 0, 1, · · · , I, j = 1, · · · , J} を用い
て，(ti, P j) ≡ (i∆T, j∆P +Pmin)と離散近似する．同様に，

ノード nについての任意関数 fn(t, P )を f i,j
n ≡ fn(ti, P j)

で離散近似し，f i
n ≡

{
f i,j

n |j = 1, · · · , J
}
とベクトル表現す

る．このとき，LnVn(t, P )は以下のように離散近似される：

LnVn(t, P ) ≈ LnV i
n + MnV i+1

n , ∀i ∈ I, ∀n ∈ 1, 2.

ここで，Ln,Mn は，それぞれ，ノードごとの状態変数プ

ロセス (1) より決定される J× Jの正方行列である．また，

I ≡ {0, 1, · · · , I− 1}は時刻のインデクス集合を表す．
この枠組みの下で，[VIP-C]は，各時点 i ∈ I で成立すべ

き以下の有限次元 VIPとして表現される：

[VIP-i] Find {V i|i ∈ I} such that

min.
{−LnV i

n −MnV i+1
n − πi

n,ΦnV i
}

= 0, ∀n, i

ただし，終端条件は V I
1 = V I

2 = 0である．ここで，V i は，

V i
n を縦に並べたものであり，Φn : R2J → RJ は以下の式

で定義される演算子である：

Φ1V
i ≡ V i

1 −V i
2 +1C1,2, Φ2V

i ≡ V i
2 −V i

1 +1C2,1 (13)

問題 [VIP-i]は，適切な変数変換によって，標準形の有限

次元 LCPに帰着する．以下ではこれを明らかにしよう．ま

ず，最適値関数 V i
n に対して以下の変数変換を行う：

Xi
n ≡ −LnV i

n−MnV i+1
n −πi

n, ∀i ∈ I,∀n = 1, 2. (14)

このとき，最適値関数は，Xi
nを用いた以下の式で表される：

V i
n(Xi

n) = L−1
n

{−Xi
n −MnV i+1

n − πi
n

}
, ∀n, i. (15)

これを式 (13)に代入すれば，以下の式を得る：

Φ1V
i = −L−1

1

{
Xi

1 + M1V
i+1
1 + πi

1

}

L−1
2

{
Xi

2 + M2V
i+1
2 + πi

2

}
+ 1C1,2 (16)

Φ2V
i についても同様の式を得る．式 (14), (16) を問題

[VIP-i] に代入して整理すれば，時点 i で成立すべき以下の

標準形の有限次元 LCPを得る：

[LCP-i] Find {Xi|i ∈ I} such that

Xi ·Gi(Xi) = 0, Xi ≥ 0, Gi(Xi) ≥ 0, ∀i ∈ I.

ただし，Xi ≡ {Xi
1,X

i
2}であり，Gi(Xi)は以下の式で定

義される線形写像である：

Gi(Xi) ≡
[−L−1

1 L−1
2

L−1
1 −L−1

2

] [
Xi

1

Xi
2

]
+

[
K1

K2

]
(17)

ここで，K ≡ {K1,K2} は，行列 L−1
n , Mn，利潤フロー

πi
n，推移費用 C1,2, C2,1，および，時点 i + 1での最適値関

数 V i+1 より決まる 2J次元列ベクトルである．

従って，オプション評価問題 [VIP-i]の解 {V i}は，問題
[LCP-i]を以下の手順で解くことで求められる：
¨ ¥

§ ¦

Step-0 V I := 0，i := I− 1とする．

Step-1 V i+1 を与件として問題 [LCP-i] を解き，Xi

を求める．求めたXi と式 (15)より V i を計算.

Step-2 i = 0でなければ i := i− 1として Step-1．

問題 [LCP-i] のような標準形の有限次元 LCP については，

様々な効率的解法 (例えば，Ferris and Pang1)) が提案され

ており，これらを利用することで解を効率的に計算できる．

本研究では，この数値解法を用いた感度解析によって，オプ

ション価格および最適権利行使戦略に関する新たな知見を

得た．その詳細については，講演会で報告する予定である．
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