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1. はじめに

近年，通勤混雑の緩和策として，交通需要管理施

策が着目されている．中でも通勤需要を時間的に分

散させる施策の有効性が確かめられ，フレックスタ

イム制度は徐々に浸透しつつある．フレックスタイ

ム制度の導入の際には，混雑の緩和効果だけでなく，

労働時間帯のずれによる業務活動の効率低下への影

響を考慮する必要がある．筆者らはこれまで，始業

時刻変更による業務活動の効率低下の影響を考慮し

た通勤・始業時刻分布を分析できる理論モデルを構

築し，フレックスタイムの経済評価を行った 1),2)．し

かしながら，これらの分析では大都市圏の通勤鉄道

や地方都市の自動車通勤を念頭に置いた単一モード

の下での分析にとどまっており，自動車と鉄道の機

関分担が存在する大部分の地方中枢都市圏などへの

直接的な適用ができない．

さらに，最近では交通需要を直接的に制御できる

混雑料金施策の導入が日本でも検討されている．混

雑料金施策の有効性は高く，今後，重要性はさらに

高まると考えられるが，他のTDM施策と異なり，混

雑料金を導入した場合には料金収入が発生する．こ

の施策が自モードの交通需要を時間的に分散させる

だけでなく，他モードへの転換も促すことを考慮す

れば，料金収入を適切に配分し，機関分担を適切に

制御できれば，より最適な状況が達成できると考え

られる．

本研究では，フレックスタイム制度と混雑料金施

策を組み合わせ，自動車と鉄道の双方を考慮した最

適な通勤・始業時刻分布を分析できる理論モデルを
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構築する．さらに，各種の施策がなく一斉始業の基

本ケースと比較することにより機関分担，効用がど

のように変化するかを分析し，フレックスタイムと

混雑料金施策を組み合わせた施策の効果を明らかに

する．なお，筆者らの研究によるこれまでの知見に

基づき，モデルの操作性を考え，企業の生産効率に

かかる時間的集積の効果が小さな場合に最適な始業

時刻分布となりうる，全員がフレックス始業を行う

状況に限定した分析を行う．

2. 効用の定式化

(1) モデル化の仮定

図 −1のように 1つのベッドタウンと CBDが平行

する通勤道路と通勤鉄道で結ばれている都市を考え

る．通勤道路のCBDの直前にはボトルネック (以下，

BN)が存在し，交通容量 k(台/分)を超える流入があ

れば，そこに point queueが発生する．また，追い越

しは認められていないとする (First-In-First-Out原則)．

均質な N 人の通勤者が自動車か鉄道を用いて通

勤を行う．なお，アクセス，イグレスは考えない．混

雑料金は，BNの出口，もしくはCBD中心駅で時刻

ごとに異なる所定の混雑料金を賦課する．

(2) 自動車通勤による不効用

自動車通勤者で q番目に自宅を出発する通勤者の

出勤時不効用 Ua(q)は式 (1)で表され，BNでの混雑

待ち不効用 (右辺 1項)，自宅を早く出発することに

関するスケジュールコスト（右辺 2項），ガソリン

代 (右辺 3項)および混雑料金 ρm
a (q)からなるとする．

Ua(q) = −e{ma(q) − (a(q) + w)} − c {T − a(q)}
−υ {ma(q) − a(q)} − ρm

a (q) (1)
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図 − 1 想定する都市

ただし，a(q) は自宅出発時刻，ma(q) は出社 (BN流

出)時刻，wは自由走行区間の所要時間 (分)(一定)，T

はスケジュールコストの基準時刻，eは混雑不効用

の時間価値 (円/分)，cはスケジュールコストの時間

価値 (円/分)とする．ガソリン代は通勤所要時間に比

例するとし，単位時間あたりのガソリン代 υ(円/分)

はガソリン単価 (円/`) / 燃費 (km/`) × 法定分速 (km/

分)で与えられるとする．

帰宅時も同様に考え，自動車通勤者 qの帰宅時不

効用 Va(q)は次式で表されるとする．

Va(q) = −e{(b(q) − w) − la(q)} − c {b(q) − T}
−υ {b(q) − la(q)} − ρe

a(q) (2)

ただし，b(q) は帰宅時刻，la(q) は退社 (BN流入)時

刻，ρe
a(q)は帰宅時混雑料金とする．なお，簡単化の

ために出勤時と帰宅時の時間価値 cを等しくおく．

(3) 鉄道通勤による不効用

時刻 tmに CBDに到着する鉄道通勤者の出勤時不

効用Ur (tm)は式 (3)で表され，列車内混雑 (右辺1項)，

自宅を早く出発することに関するスケジュールコス

ト (右辺 2項)，運賃 RCmおよび混雑料金 ρm
r (tm)から

なるとする．

Ur (tm) = −s(tm)η − c {T − (tm − κ)} − RCm − ρm
r (tm) (3)

ただし，s(tm)は時刻 tmに CBDに到着列車の混雑度

を表し，s(tm) = 1のとき定員輸送を意味する．ηは

混雑度の弾力値，κは通勤時間 (分)(一定)である．ま

た，運賃は混雑料金とは区別し，後述する出勤時総

輸送費用 TRm を総括原価方式に従い，鉄道通勤者

数 Nr で除した金額とする．

鉄道の出勤時の時刻別輸送力を u(tm)，時刻 tm ま

でに CBDに到着する累積鉄道通勤者数を mr (tm) と

すれば，時刻別鉄道通勤者数 ṁr (tm)は混雑度と輸送

力の積として表される．

ṁr (tm) = s(tm)u(tm) (4)

総輸送費用 TRm は鉄道通勤時間帯 [Tm
r ,T

m
f ] につ

いて，時刻別輸送力 u(tm) の関数を積み上げたもの

として表されると仮定する．

TRm =

∫ Tm
f

Tm
r

u(t)ιdtm (5)

ただし，ιは輸送費用の弾力値を表す．

帰宅時も同様に考え，時刻 te に CBDを出発する

鉄道通勤者の帰宅時不効用 Vr (te)を次式で表す．

Vr (te) = −r(te)
η − c {(te + κ) − T} − RCe − ρe

r (te) (6)

ただし，r(te) は時刻 t に CBDを出発する列車の混

雑度，RCeは帰宅時運賃，ρe
r (te)は帰宅時混雑料金で

ある．

鉄道の帰宅時の時刻別輸送力を v(te)，時刻 teまで

に CBDに到着する累積鉄道通勤者数を lr (te)とすれ

ば，次式が成立する．

l̇r (te) = r(te)v(te) (7)

帰宅総輸送費用 TReは鉄道通勤時間帯 [Te
r ,T

e
f ] に

ついて，時刻別輸送力 v(te)の関数を積み上げたもの

として表されると仮定する．

TRe =

∫ Te
f

Te
r

v(t)ιdte (8)

(4) 一般企業の生産活動の定式化

本研究では，Henderson3)に倣い，各時点における

都市内で労働している従業者数を取り入れた瞬間的

な生産関数を定義し，時間的に変動する集積の効果

を考慮する．1従業者あたりの 1日の生産額が，こ

の従業者の 1日の賃金に等しいとすると，時刻 twに

始業する従業者の 1日の賃金 Y(tw)は，1従業者あた

りの瞬間的な生産関数 ρ(τ)α を用いて次式のように

定義できる．

Y(tw) =

∫ tw+H

tw

ρ(τ)αdτ (9)

ここで，H (分)は労働時間で始業時刻に関係なく一

定とする．αは時間的集積の経済性の大きさを表す

パラメータであり，1つの都市内では一定値をとる

とする．ρ(τ)は時点 τに都心全体で業務を行ってい

る従業者数を表す．

ここで，時刻 twにおいて，自動車通勤者の累積始

業者数を na(tw)，鉄道通勤者の累積始業者数を nr (tw)



とする．このとき，労働時間 Hが十分に長く全員が

労働する時間が存在すると，式 (9)は次式で書き換

えられる．

Y(tw) =

∫ T f

tw

(na(τ) + nr (τ))
α dτ +

(
Tr + H − T f

)
Nα

+

∫ tw

Tr

(N − na(τ) − nr (τ))
α dτ (10)

ただし，Tr , T f は最も早く (遅く)始業する通勤者の

始業時刻を表す．

(5) 通勤者の効用

自動車通勤者 qが最終的に獲得する1日の効用Wa(q)

は，以下のように表すことができる．

Wa(q) = Y(n−1
a (q)) + Ua(q) + Va(q) (11)

ここで，n−1
a (q)は tw = n−1

a (q)であり，na(tw)の逆関数

である．

一方，鉄道通勤者 i が最終的に獲得する 1日の効

用Wr (i)は，以下のように表すことができる．

Wr (i) = Y(n−1
r (i)) + Ur (m

−1
r (i)) + Vr (l

−1
r (i)) (12)

ここで，n−1
r (i), m−1

r (i), l−1
r (i) はそれぞれ，tw = n−1(i),

tm = m−1(i), te = l−1
r (i)であり，nr (tw), mr (tm), lr (te)の逆

関数である．

(6) 社会的厚生水準の定式化

政府の目的はすべての一般企業の総生産額と自動

車・鉄道の各通勤者の出勤・帰宅時不効用，鉄道企

業の輸送費用，混雑料金収入からなる社会的厚生水

準を最大にすることにある．社会的厚生水準 S Wは

次式により定義できる．

S W=

∫ T f

Tr

[
(ṅa(t) + ṅr (t)) Y(t) + ṁr (t)

(
Ur (t) + ρm

r (t)
) − u(t)ι

+l̇r (t)
(
Vr (t) + ρe

r (t)
) − v(t)ι

]
dt +

∫ Na

0

[
Ua(q) + Va(q)

]
dq(13)

ただし，Na は自動車通勤者数を表し，Na = N − Nr

である．

3. 最適通勤・始業時刻分布，機関分担決定問題

時刻別鉄道輸送力 u(t), v(t)，および混雑料金 ρm
a (q),

ρe
a(q), ρm

r (t), ρe
r (t)を制御して，前節で定式化した社会

的厚生水準 (13)を最大化することを考えよう．この

問題において，時間的集積の経済性の大きさを表す

αが小さい場合，既往の研究より全員がフレックス

始業を行うパターンが最適となり，ma(q) = n−1
a (q) =

la(q) −H，mr (t) = nr (t) = lr (t + H) が成立する．そこ

で，ここではこのパターンについて，最適な混雑料

金，時刻別鉄道輸送力，を求める．なお，以後，シ

ステム全体の分布に影響を与えないため，通勤所要

時間 w, κを 0として扱う．

(1) 自動車通勤の最適通勤・始業時刻分布

スケジュールコスト，賃金の性質より，通勤者が合

理的に行動する限り，自動車通勤者がいる時間帯に

は BN 流出率は常に k(台/分) となり，流出が連続的

になる．最適な状況を作り出すには BN流出率が k

で維持され，さらに BNでの混雑が発生しないよう

に混雑料金 ρm
a (q), ρe

a(q) を設定すればよい．このと

き，社会的には混雑料金収入分だけの厚生水準の節

約が可能である．以上をまとめると，自動車通勤者

の通勤・始業時刻分布 a(q),ma(q), na(q), la(q),b(q)は，

自動車通勤者数 Naを用いて次式で表される．

a(q; Na) = ma(q; Na) = n−1
a (q; Na)

= q/k + (Taf − Na/k) (14)

la(q; Na) = b(q; Na) = q/k + (Tar + H) (15)

ただし，Tar，Taf はそれぞれ自動車通勤者の最早，最

遅始業時刻を表し，Tar = Taf −Na/kである．自動車

通勤の最適通勤・始業時刻分布は出勤時と帰宅時で

等しく，((Taf + Tar )/2, Na/2)で点対称となる．

(2) 機関分担を考慮した最適通勤・始業時刻分布決

定問題

時間価値の同一性と生産関数の性質より，鉄道通

勤・始業時刻分布も，出勤時と帰宅時で ((T f + Tr )/2,

Nr/2)に対して点対称な同一の分布をとる．そこで，

(Taf + Tar )/2 = (T f + Tr )/2 = 0とし，さらに，帰宅時

の通勤時刻分布 lr (t), la(q), b(t)をそれぞれ −H(分)ず

らして考える．

以上の操作により，社会的厚生水準 (13)は (16)で

書き換えられる．社会的厚生水準最大化問題は，時

刻別鉄道始業 (出社，退社) 者数 ṅr (t) と時刻別賃金



Ẏ(t)に関する制約を条件に持ち，時刻別混雑度 s(t)，

輸送力 u(t)制御変数とする最適制御問題となる．

max
s(t),u(t)

S W=

∫ T f

−T f

[(ṅa(t) + ṅr (t)) Y(t)

−2ṅr (t)s(t)
η − 2u(t)ι

]
dt (16)

s.t. ṅr (t) =


s(t)u(t) if t ∈ [−Tm

f ,T
m
f ]

0 if t < [−Tm
f ,T

m
f ]

(17)

Ẏ(t) = {N − na(t) − nr (t)}α − {na(t) + nr (t)}α(18)

なお，自動車通勤者の累積始業時刻者数 na(t)は (14)

より，次式で求められる．

ṅa(t) =


k if t ∈ [−Na/(2k),Na/(2k)]

0 if t < [−Na/(2k),Na/(2k)]
(19)

na(t) =



0 if t < −Na/(2k)

kt + Na/2 if − Na/(2k) < t < Na/(2k)

Na if t > Na/(2k)

(20)

以上の問題は最適制御理論を用いることにより求

解でき，自動車・鉄道の両者が始業する時間帯 t ∈
[−Na/(2k),Na/(2k)] かつ t ∈ [−Tm

f ,T
m
f ] については，以

下のような3元連立微分方程式として求められる (他

の区間はこれらの式の特殊形として同様に求められ

る)．

ṅr (t) =

(
η

ι

) 1
θ

(
Y(t) + ξ1(t)

2(1+ η)

)φ−1

(21)

ξ̇1(t) = −α
(
kt + nr (t) − Nr

2

)

[
{N − na(t) − nr (t)}α−1 + {na(t) + nr (t)}α−1

]
(22)

Ẏ(t) =

{
N −

(
kt +

Na

2

)
− nr (t)

}α
−

{(
kt +

Na

2

)
+ nr (t)

}α
(23)

ただし，θ = ι−1,φ = (1+θ)(1+η)/(θη)であり，ξ1(t)は

(17)の随伴変数である．このとき，鉄道混雑度 s(t)，

輸送力 u(t)は次式で求められる．

s(t) =

(
Y(t) + ξ1(t)

2(1+ η)

) 1
η

(24)

u(t) =

(
η

ι

) 1
θ

(
Y(t) + ξ1(t)

2(1+ η)

) 1+η
ηθ

(25)

以上の数値解を式 (16)に入れ，積分すればS W(Na)

を求めることができる．その最大値を求めることに

より，最適な機関分担率が求められる．このときの，

通勤・始業時刻分布パターンは自動車通勤者の始業

時間帯と鉄道通勤者の始業時間帯の長さにより，図-

2もしくは図-3に分類される．

図 − 2 最適通勤・始業時刻分布 (パターン 1)

図 − 3 最適通勤・始業時刻分布 (パターン 2)

4. おわりに

本研究では，全員がフレックス始業を行うフレッ

クスタイム制度と混雑料金制度を組み合わせ，自動

車と鉄道の機関分担が存在するときの最適な通勤・

始業時刻分布，機関分担率を分析できる理論的なモ

デルを提案した．このモデルと一斉始業下での最適

解を比較することにより，フレックスタイム制度の

効果を分析できる．これらの数値計算結果は当日発

表する．
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