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EIN WEITERER REZIPROZITATSSATZ UND
SEINE ANWENDUNGEN

a.0. Prof. Dr. Ing. Noboru Watanabe

I. Theorie
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Abb. I. 2 a~e.

1. Man denkt sich einen Balken, auf den
einige Lasten P,Q,p und ¢ wirken (Abb. T
1a bzw. Abb. I. 2a). Abb. I. 1a ist die elas-
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tische Biegelinie f(P,Q,p,q), die sich in ein-
zelne Biegelinien f(P), f(Q). F(p) und f(g),
(Abb. I. 1 b~e¢), zerlegen ldsst, und Abb. L
2a ist die Biegemomentlinie M(P,Q,p,q), die
sich in einzelne Biegemomentlinien M(P}, 3
(), M(p) und M(g), (Abb. I. 2 b~e), zer-
legen ld@sst, wobei P und  Einzellasten sind
und p und ¢ Streckenlasten sind.
Es ergibt sich durch Einfiihrung des Super-
positionssatzes
J2,Q,0.@)=F)+ Q)+ + g }
M{P,Q,p.q)=M(Py+M(Q+M(p)+ M.

Die Buchstaben in der Klammer in Gl (1. 1}
bedeuten Funktionen der Ausseren Lasten.

S(P,Q,p,q) ist beispielweise der Ausdruck,
der als Funktion der #usseren Lasten P,Q,p
und g dargestellt wird, und f(P) ist der Aus-
druck, der als Funktion der einzelnen dusserem
T.ast P dargestellt wird.

Da hier die (ussere) Forminderungsarbeit
gleich der inneren Erginzungsarbeit ist, erhilt
man

2

}_(p.f Qe for peWptgodly) = RS
A R e e S 7Y 7

Schreibt man ausfithrlich, so ergibt sich

_.%_A{P.fP(P,Q,p @)+ Qe fo(P 2.2, 0)

+pe W (P Q1,00 +q- U (P, Q2,0 0}

_["MEPQ.0,9) S
_L el gy a3

wobei %, und A, die Biegelinienflichen sind,
auf die die Streckenlasten p und g wirken.
Durch Benutzung von Gl (I. 1b) ergibt sich
MA(P,Q,p,¢)= {M(P) - M~ M(p)

+ Mg} = MECP)Y + M)+ M ()

+ Mgy +2{MP Y« M(Q) + M(P)« M(p)

+M(PY« Mg+ M(Q)« M(pD

+ MY - M)+ M(p)e M(g)}. (1.4
Zwischen Durchbiegungen gelten die folgenden
Beziehungen
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Je(P,Q.0,0)=Fp(P)+fe((--fp(p)+1p(g), "
Fo(l,Q.p.q)=fo(P) +follD +folpd + fold), 1) ........................................................... (1.5 a~d)
Uy (P, 02,0,0)=Up(P)4+Up (D +Wp(2) + Wy (), J '
N (P, Q,1.q) =Wy (P +Ug( D)+ U (£ + W ().
Durch Einsetzen von Gl (1. 4) und (1. 5) in GL (I. 3) ergibt sich schliesslich :
%[I)' {Sp(P)+ T+ p(p) - Fel@t + Qe { fo(P) + fo(Q) +fo(p) - fol}
)‘Z’{Wp(f’) + A5 () +Up( )= Up(@O} + g {UL () Uy (D + Uy () + Uy (@D} ]
e | MR 4 MCQ) + M) 4 M q) -2 (MCP MCQ)+ MCPY MCp)
= M(P) » M(q) 4 MCQ) » M(p) + MCQ)» Mg) + MUpYe MU} T, «oovvrnviiiciinin, (1.6)
Damit beide Seiten dieser Gleichung identisch sind, braucht man die Vergleiche infolge der Funk-

tionsbeziehungen wie sie folgende Tafel zeigt :

’ T T 1 l v
. . 1 1 1 1
Linke Seite EP.fP(P) '}2‘Q'fQ(Q> EP'QIp(P) EQ'quQ)
Rechte Seite 27%}14@@)& Z—LJM%Q)@ % J M2 pyda é»lﬁ M(g)dze
v ] VI o
1 N 1 1
'_'{P°fPCQ)+Q'fQ(P)} ""“{P‘fP(P) e Wp(PD} TZ‘{P"fP((D g+ A, D}
L,
> u j M(P) M(Q)da: SH UM(P) M(p)dz mdM(P)-Mcq)dx
+ JlM(Q)uM(P)dxf - j]\/f(p) AP dx} +J.1“\/I(g)«JU(P)d,J:}
VI X1 e
1 1
*{Q Jo(p)-- ‘-’JIpCQ)} *{Q'fQCQ’)+€I"1[qCQ)} *{/"ﬂpCQDJr(PSH 92}
57| M@ Moy Tri || M@ M@ s o> 2
+ [ MC Yo M(Q) dx} - f M(g)+M(Q) dx% fM@ M(p)dz

In dieser Tafel ist die oben dargestellte Forménderungsarbeit jeweils gleich der unten dargestell-

ten inneren Erginzungsarbeit.
Durch Beobachtung der Vergleiche V, VI, VI, W, X und X erhilt man

, 1 1
Vst j MUPY - M(Q)dw=g o | M(Q) « M(P)dx= AP f (D =5 Qe flPY, | s (.7
P 17 ] 1 1
w---mj McP)-Mcmdx:mj M(p)-M(PYdz=| 5P-fp(p) =5 p-Up(P),

1 1
VJI...EZTIJ',M(P)-M(q)dx=727ﬁJ’M(q)-M(P)dx— PfP(fI)—* q- U P),

) I e B (1.8 a~d)
\m--ZEJ‘*MCQ).*M(P)deZEI_J’AM(P)GM(Q)dx: 'Z_Q'fQ(PD:ip.wPCQ)>

1 1 1 1
]X...mJ'MCQ).M(g)dz:ij(q)-M(Q)dx: Sl =% g U (),

1 1 1 1
X'“é‘ﬁf MCP)-M(quzzT;IJ MC@D-Mpddz=) G2 Up(@ = @ Up(p). | wooveromeerrmrsmsrmsees (1.9)

Daraus gewinnt man den “Reziprozitiitssatz”, dass bei Einwirkung von #usseren Lasten auf einen
elastischen Korper die innmeren Frg#nzungsarbeiten und die #usseren Form#nderungsarbeiten

jeweils gleich gross sind.
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Setzt man in Gl (I. 7) P~Q oder P=Q:+1, so erhilt man den Satz von Betti-Maxwell. Aber

GL (1. 7, (1. 8 und (1. 9) sagen insgesamt mehr aus als der Satz von Betti-Maxwell. Besonders

in Gl. (1. 8) und (I. 9) kann man die Beziehung “der #usseren Forminderungsarbeit bzw. der

halben potentiellen Energie” zwischen Einzellast und Streckenlast oder zwischen Streckenlast und

Streckenlast sehen.

2. Wirken viele Lasten P, P;,---+, P, (Abb. 1. 3 a~e), dann erhiéllt man folgendes Schema :

. P e das einen zur Hauptdiagonale symmstrischen

Aufbau besitzt.

Py P. | , P
7/ Pl 7 t o i
b. 2— tP,) o
fa(P) fi. (P : {(Py fu fas fir fi1 - fu
LR e
(P . ;
% ‘P; f{Ps) fi fa fro Tia Tt I
A }
- P
2 (P2 T ] fip.) #7) 1, fa t, f -
R PN bR [
d. %L ‘Fj 1.49) e ) i s Hi K |t
AT e ‘
WD EmT oy | )
P 1P f t i fi i
E2 " PPy » "
. ! — i) ’ i
2 b (2 o -
R ) e

Abb. I. 3 a~e.

Durch Einfihrung des “weitcren Reziprozititssatzes” erhilt man die folgenden aligemeinen Schrei-

bweisen

I T O OO PO POTRTOUPIOPOOT S T) !

Wirken Einzellasten I; und Streckenlasten g, in gleicher Weise dann ergibt sich

} Gio U (P =Pro f170q ). |rerereeremmment ittt (T 11D
Wirken Streckenlast g; und Streckenlast g;, in gleicher Weise, so erhiilt man
95 W00 = o W; ;(q ). 4 .................................................................................................. (1.12)

Wirken ferner Biegemomente als Hussere Lasten, so nimmt man den Neigungswinkel ¢ an Stelle

der Durchbiegung f an

Myep (M) =Miep; (M), -13)
Mo (P =P o fii (M, | sreerermimiimrmnm e . L14)
J'Wj-goﬁ( g )= qp oW, (M. 1D

Wirken ferner Drillmomente als Hussere Lasten, so nimmt man den Verdrehnungswinkel ¢ an

Stelle der Durchbiegung f an

ﬂf[D]'@Jz(AMD,)~AWDz ij(.’ B TR R T T R L T T T R T PP PP P LT PP T ISP PP) (1.16)
0 5o 1M ) 2 Mip e @y j(IMp ) [oreeeeesr et oesnss e et (1.17)
D 1o W51 C D) = Do W jMD ). [r+ereremerer ettt s (1.18)

3. Man denkt sich einen Balken, auf den viele Lasten P, Q, p und ¢ wirken (Abb. 1. 4a).
Abb. 1. 4a ist die elastische Biegelinie f(FP,Q.p.q), die sich in zwel Biegelinien f(FP,p) und
F(O,), (Abb. 1. 4 b u. ¢), zerlegen ldsst. Abb. I. 4b ldsst sich in zwei Biegelinien f(P) und
F(p), (Abb. 1. 4 d u. e) zerlegen. Abb. 1. 4c l#sst sich auch in zwei Biegelinien f(Q) und f(g),
(Abb, 1. 4 f u. g), zerlegen.

Durch Benutzung von GL (I. 7), (L 8) und (I. 9) erhdlt man zwischen den Abb. L. 4 d,e,f,g
folgende Beziehungen :
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p ‘Q P'fP(Q)‘:Q'fQCP)> 1
N ==\ Pefe(@)=q- % (P, |
\ // e PULD =0 FalB), |
HhGes P Uy (@) =g Uy ().
aus dennen sich die Summe

Pe{fp(Q)+fp(@)} =P {Up(Q) -+ Up ()}
=Q{f(P) - fo( 20} +q{U,(P)+U, ()}

ergibt.
Durch Einfithrung des Superpositionssatzes
Fr(D -+ el =fpQ.¢), )
SJI/)(Q) --P-pr(q) %':QII,(Q )5
Jo(P)+fo(p)=fo(P.p),
U (P U Py = U (Pop).
erhilt man

1’ prQ ) - /"%CQ @ =Qfoll, P)+q-9f (P ﬁ)

............................................. (1.19
‘5[,,(1\ o Gl (1. 19 zeigt die Beziehung zwischen Abb, I, 4b und
Abb. I. 4 a~g. Abb. L. 4c.
Allgemein geschncben lautet der Remproutatssau wie folgt
Z'QJ fQJ(p” PPy == s*[) ijQl’ Qpeeeeee, Q] ............................................................ 1.20)

Man kdnn dudl [ur die Strcckcnhstem, dlc Momente, und die Drillmomente diese Gleichung
benutzen.

II. Beispiele.

1. Die Kombination zwischen den Einzellasten (Abb. 1. 1 a~c)

: L iy, G
" TS Er G- = 6]“[ T Ble—3an.
COTTT=——_T. 1, Abb I la:
f’”’" e Ju(P) = 6_” (BLE—L, fulPD= 61,-]--(3112 4%,
i ‘HA\L\J; Abb. T. 1b:
Z{-fn.:""" Py flz(Pz> “"'é'le (37 l ’ lza>'|‘ gfl_ (bll 3[22)(11_lz>
Z ﬁ\\-L\

ta fi
e L (ncr—;zz -1,

Abb. IL. 1 a~—e. P, ‘
Ja (P :-‘"-67;[‘ (31,12 --1%).
Abb. . 1c:
FalPY =t (a1,
wld )=t a®ls

ei . 2 - P
IS 6EI(6ZZ -3LH U, 6EI(31Z L,

P .
,fza(P3)=‘?Ej“(3 lz'laz“la ).

. Py Pz 2. 73y=P . N
- Pz'fm(Pl)* 6 El ~(3 10,1, lz)‘Pl flchz),‘
] /71(1 1)__——FI (3qu - 133):P1.f”(]3‘3), ................................................... [S. 1. (IlO)]
P, faz(P)m——6j7]—»C3l12~l =Py frs(Pa)

2. Die kombination zwischen Streckenlast und Einzellast (Abb. I, 2 a u. b).
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r /\“-—Lz\\ql/ ’

ilad

FiPs! AP

Abb. II. 2 a u. b,

Abb. I. 2b:

Fir Streckenlast :

flao=

(P2 1+

24‘Lz

Fiir Einzellast :

3 — /l
FPD= 48H(3M 42, Oy

Abb. 1. 2a:

Frlad=

. P l
24FI (ZZ'—“ZZ"‘

'y,

r

.
e

W, (P)y=2 L (Bla?—-dade= g [l —2*] 2= B
e o 48EI 24 J~1 © T BB4EI
P,
R N N 3824%‘1 sy () . e,

3. Die Kombination zwischen den Streckenlasten (Abb. II

T
Lo
2 Aeaiigoore

AT s

O / 7 //r

fa) #la Q)

-, Ppp—

4 ' [ ~ J
-
A

() \
flas)

Abb. I1. 3 2 u. b,

Abb. TL. 3b:

A, (Ge) = ’]zaz (_‘1_11%3/_2

¢:9:(2a*a,"+3 a,*ay)

Jlgd=

)41_[ (6a’x*~4ax

.3 au b

a2, Ofesa.

f(ql):""Tqﬂ} %%"{ _551 (x— al)}: ayFExEa, T,

Sl =

2 i aZ (al aZ/z)‘x
2

Abb, T, 3a:

Qrzlcf]l):'

S @ Wy (g) = 24 Ef

:qu*)ll:z ((h) .

.48
EI

2—"*)(1 - ([zqzrai ‘a2 xt "(’h

6“2

juﬁag( al . £
ds 8

— a}t—::_} , 0= x<a,.

"y
3 )dx

;7:2 [ttt %(241 a+3a (12)

iy 24 EI

_p(Zalta’+3a, ”z)

WE

4. Die Kombination zwischen Einzellast und Biegemoment (Abb, I. 4 a u, b).

I T L

X e
M] —1 rv_'-i —1

3.

e
°f
3
=
i,
s
_t

T - —A
1{P.)

Abb. M. 4 a u. b.

a M,
5 D S50 e o s O O e b |
b_ I 1
. 1 (02} =
f(g)

Abb. II. 5 a u. b,

JM) =7 bFIZ @2 Px—31x*+ 2%,
x /l
AP B _ . ,j_
AL e @r-1220, 02y,
Abb, 7. 4a:
YRR PP VR e
f“CM‘)*THf@Z —3¢ 8 )— 16 5T
Abb. H. 4b:
P, PJZ
1P =gy 3 =15 g7
M, P2
o Pofu M) = lﬁlEzI = M@ (P cevemensremmnnnenns s. GL (I.14)]

[s. Gl (1.12)]

15

[s. Gl (I.11)]

5. Die Kombination zwischen Streckenlast und Biegemoment

(Abb. II. 5 a u. b).

M,

R
flgd= .34][ (Px—21x*+ 2,
df g

Tdr

sigr ¢

—6lxt+4.2%).
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Abb., I. 5a:
%‘MI)’“TEHJ (2 L2t -3 1221 2% diwe= 6]%}1 [zz Lzuct-_w ”
Abb. L. 5b:
¢12(qz)=2—22—%,
g U (M =M Mgl ML 001 () « reeerer e e b [s. Gl (1.15)]

24 K1

§. Die Kombination zwischen Einzeldrillmoment und Streckendrillmoment (Abb. . 6 a u. b).
®=Verdrehungswinkel,

- _a__ 2
GJDLX; 2 Mm i 1 a, G.Jp=Torsionssteifigkeit,
& X 'v////lwyy///ﬂvn Cpr="Wolbwiderstand,
A © (M) M, = Wslbverdrehmomentenintegral,
. 21 Mg Mo B GJD -_:iﬁ .
Glb s~ n s o~ Gy ECy’ @ PR
b. /<_
-, (m ) . \/IDl . sinhﬁ €
L 12— £z {mp,) GJp+P(Mp)= - M, (Mp) — cosha
Abb. IL. 6 a n. b. . Cages o~ mpf. siohfx, +sinh 8 x,
GJpe®(mp,) =M Cnp, EE (1 NP .
Abb. I, 6a:

(.. x Mp, sinhfzx
GJD'?Im(*MDL)“ZJ’O (.«’\/I(D,"z"— éﬁ—-ggkcoshﬂi )dx

_Z[Mpgx MD] cosh £ .:c‘]”z \ {_5_717 1 1 )
- 4 75 coshe P8 T A\" cosha $’
Abb. T[. 6b:
mpz-l _mp,f _Zsinha _ (\l"‘ _17( 1
CJpys(mp) = 4t \l sinhga ) PR S 1‘.__50@0: E
ﬂ/f smp, | I* 1 1 -
. -Mm@u(mnz)gw%jnp \{_Si__féz (1ﬁm)} =mpye Wy (Mp, Yo eereemmroneenenenns [s. GL. (I.17)3
7. Die Kombination mehrerer Einzellasten untereinander (Abb. IL. 7 a u. b).
P=x (8 0, ) B3y (156, 2
Fy Po=—gr g i ¢ >§ "ToLEI ?16 —Uma
X 14
, —<axsl;
‘___,,7 -] 2
s . e &), 0]
2 ? J (i 18EI OEI( 5 P VAT
\_/)%xw Abb, T 7a:
f02,,P.) 1 3 T (PP . o 2 1 P,
] Fau Po=idi (1= 20 ) B (15 1) vy
e 11 (-2 V5 (120 |
! 1“’1 “( 3 ) 5 31> 36EI( l)

— 1

A 1_19,)
(0,8 72 EI\144
- fpz(Qqu) ' f ‘P 4 5?2 2__ __é:_‘ Zl A_E'z
0. P, P = I——=1 { l I + S
Abb. IL. 7 a. u. b. ? TR 57 /)14 52 5P124fl
_A NS, (4 } (_1 .
X(l 5l>ilef (l 5¢ ) = ET\e0 "

o0 (359,
+€0’E'I‘(2£OT) ! )

|
Lo
\

— 2

Abb, T.7b:
_ 9 (8, I Q. 24, N Qil /28N Q .
FrlQ Q=877 2(91 )* 0 EL 7(455 - T) 36 AT \361) 50 FI(eol)

o A1(§ . I\, 0, zu(,mz 2N 0 (59 2),__Q£l (359
Fra(Qi Q=g+ 97~ b) EdIa z5l“16>' 7o i7\1aa" ) 0 L 4Tolz)
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PO (23 PQL (TIN | PQL (119 . PQ,L {359
> Wy = I i b2 LG bl 1 —— )L 22 oYy, S 2 Rt
Pifp (Q QD+ P fp(Q0 Q) =357 <36>+ 80 ET (60) Y8 ET (141) ' 120E[(400)’

om e PQE 23\ PO PO (119N, PQE {359
QiSailPo B+ Qe fo (P T =557 (sa)‘ 60 ET ("*% 72 EI (i@;‘")*‘i%‘"ﬁ("&bﬁ)-
. P]'fP1<Q11 Qz) ”"Pz'sz(Qh Qz)le'le(Ph I)z)+Qz'sz(P1, Pz)- """"""""" :5- Gl. (120)]

III. Anwendungen.

1. Wie gross ist die innere Ergénzungsarbeit im eingespannten, einige Lasten belasteten Balken,
wenn an den Einspannungen ein zusitzliches Moment wirkt ? (Abb, II. 12a).

Lésung : (Abb. . 1 b u. )

Q =]
\ = R Wenn an einem eingespannten Ende ein Moment M wirkt,
° e« P v ergibt sich aus ihm eine Forminderung f(M) des Balkens.
— ! 4oy Mit GL (1. 20) erhilt man

W’: Mooy (P, Q,q) =P fo(M)+Qefo(M)+q-¥, (M.
=L elP Qe Da em(P,Q,q)=0 1st,

/T)tf. so ergibt sich
Pefp(M)=0, Qofo(M)=0, g W (M>=0. --roeevemmeeen (101D

/ P51 () . . . .. N
i . f/ " ‘ Die halbe “potentielle Energie” oder die innere Erginzungsar-
ta (M} A

Abb. III. 1 a~e.

c. j

beit infolge eines #Husseren Momentes an einem eingespannten

Ende ist Null.

Beispiele :
(i) Die Kombination zwischen dem eingespannten Balken und dem freigestiitzten Balken mit
Endmoment. (Abb. I[. 2 v. Abb. 1. 3) und (Abb. . 4 u. Abb. II. 5).

b T e
¢ e ‘[ /QPL e
Abb. II1. 2 a~c. Abb. I1I. 3 a u. b.

Die in Abb. L. 2 b,c und Abb. Il. 3b dargestellten Abbildungen sind Momentlinien.

Die halbe “potentielle Energie’’::die innere Enginzungsarbeit= JLM(P»Z}I{UW) “dr=Null;
denn
E%J{(Abb. 0. 25)+CADb. IL 31)+CADbb, I, 2¢)-(Abb. II. 3b)}de

_ b D AR 2.2 PIN L 2, 020 21N
TFV@M(??"‘ 57 ) 59t M( ' )_0'

1 a. L 2

(R PO

¢ S~ ;qL“/8;

Abb. II1. 4 a~e. Abb. II11. 5 a2 u. b.

M(q)-f\l(Mn M,
2EI

)d = —J-{(Abb . 4b)«(Abb. I. 5b)+ (Abb. . 4¢)-(Abb. I, 5b)}dx
_ 1 £ ] ql 14 ql
72_5«% ; (M, M) +5 M, M)
(i1) Die Kombination zwischen clem eingespannten Balken und dem freigesttitzten Balken mit

Endmoment. (Abb, . 6 u, Abb. 1. 7).
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z 4 P Q
a. ) ' ¥ -(—_:l]}
Py J
e

Boapinel - i

‘. R M ,J
¢ 4Ql/27|l N Mk‘

. WV Abb. TiL 7 a u. b.

IS Ny : ali /B~

Abb. ITL. § a~g.

2 ET
+(Abb. M. 6d)-CAbb. T. 7b)+(Abb. WM. 6¢)-(Abb. IL. 7b)+(Abb. I. 61)+(Abb. L. 71)
I 3P, 1 P, | 4Q1 17(_£ 24 )gAQlM

+(Abb. . 6g)+(Abb. . 7h)}da= g Mot Moo 52 Moo S 5 )0

JM(P’Q"I)'MW” dxaziwj{(Abb. M, 6b)«CAbb, T, 7b)+(Abb, T 6c)-(Abb. T, 7

Bemerkung :
Die halbe “potentielle Energie” oder die innere Ergénzungsarbeit infolge eines #usseren Momen-
tes an einem eingespannten Ende ist Null. Durch Benutzung dieses Satzes kann man die statisch

unbestimmten Momente berechnen.

g F ‘
X \\‘\] E £,
Sty

T My
N -G >

‘. ;(1]\\‘ b. .‘41!‘;\\“\\__\_ . ’///f/T M,

— Abb. I1II. 9 a u. b. Abb. II1. 10 2 u. b.
e | %,

4 i

Abb. III. 8§ a~d.

Um die in Abb. IL. 8 a dargestellten statisch unbestimmten Momente X, und X, zu berechnen,
zerlegt man zuerst die Momentlinien infolge der Abb. TI. 8a in ecinzelne Momentlinien, die in
Abb. TI. 8 b,c,d gezeigt sind. Wenn man an den eingespannten Fnden die beliebigen #usseren
Momente M, und M, anbringt wie in Abb. WM. 9 und Abb. W. 10 gezeigt ist, ergeben sich fol-
gende zwei Gleichungen :

1
Ergﬁnzungsarbeit-—z-mz——%f‘[o{(Abb. Il. 8b)+CAbb. IL. 9b)+(Abh. . 8c)-(Abb. W, 91
+(Abb. T 8d)+(Abb. . 9 D)}de= by {%-%PlM(-éﬁ—iwg—l)+éXHM1+%X2’IWI} =0,

1
Ergﬁnzungsarbeitn%ﬂjo{(Abb. IE. 8b)-CAbb. Ul. 10b)+ (Abb. W. 8c)-(Abb. WM. 10bH)
- (Abb. T. 8d)«CAbb. IL. 10b>}czx=—1~%

2 2l 21 I 1 | e
S EI "gPZAMz('gS"‘"JF‘“"_‘)"*ﬁ‘ Py 1]\12—,—-§X21\42} ==0,

3 6
also
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2X1+X2=—%P11

H

X1+2X2:—0i7 Pl J

und
10
A
P8
|27~
X‘_r’-‘zm_—f
R

4 o) S
-5 Pl X,=

2

!

10}

27’

4 2
I
2'

2. Fiir die in Abb. II. 11 dargestellte Platte, auf die die gleichmissige Belastung ¢, wirkt, nimrmt
man die Durchbiegung am Punkt »2 f,,(g) an.

P,
Py

Abb, III. 11 a u. b.

(P,

. s '/,,//

VP

Abb. III. 12 a~ec.

Fiir den in Abb, 1. 13 dargestellten B
qp Wy (P = Py fio(gy), und

Frage : Wie gross ist das Volumen V,,(I’,) der Plattenfor-

minderung, wenn die Einzellast P, den Punkt » belastet?
Losung : (Abb. TI. 11 a u. b).

Mit Gl (1. 11) erhilt man

Q1'V12<Pz) :Pz'f‘zz(ql) >

und
>~ L .
V,.(1 z):,_-?f“(q‘)_ ................................................... )
Bemerkung :
Gleichung V(P =P,jg.~f..(¢q) kann zur Berechnung der

Platte benutzt werden, die infolge der Einzellast P, eine For-
minderung besitzt, d,h in Abh., II. 12¢ hat das Volumen der
Plattenforménderung den bestimmten Wert V,,(J%,) (Abb. TI.
125).

In dieser Gleichung nimmt man nun 7,=¢,F wie bei der
Fahrbahntafel einer Briicke an, wobei F die Belastungsfliche
des Rades ist.

Es ergibt sich

v
VM(P)_‘,(;_ Fr @) =Fe g wervrmreen [@119%:))
1
3. Der durchlaufende Balken.
P —
a. S P = =
o ""‘:__"‘—‘\
b. & = = P ———
I fric)
Abb. 1II1. 13 a u. b.
Balken erhidlt man mit GJ. (L. 11)
N, (P = ql e f1alq) . rormrre e (.4

Wenn sich die Einzellast P, auf dem Balken fortbewegt und man annimmt, dass die in Abb. TIL.

13 b dargestellte elastische Biegelinie schon bekannt ist, kann man die Biegelinienfliche ,,(F))
infolge P, mit Gl (I[. 4) direkt berechnen, _
Ist nun die in Abb. JI. 14a dargestellte elastische Biegelinie bekannt, gibt es die maximalen

Durchbiegungen 1 f,(¢:)maxs 1 12(¢) max.» 1S12(q2) max, auf den Punkte my, mx, my.

Wenn die

Verkehrslast P, auf die Punkte my1, myu, my wirkt, ergeben sich infelge Gl. (W. 4) maxirnale
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. rx—qrg——“wn—v— o i
HE = LR S
. ) ; !
L bt he (0] e fIfIE(qz)muz Bf12(8e) mas
] .
[ [ Ty T .
. | ;
my a——— &)
10021 (P e
e T TR %
| } L A
I 2L(P;:‘mu.x-
Py
-
d My %
hozzl(.Pl)mx'

Abb. III. 14 a~d.
Biegelinienflachen 19, (FDmax.s 5%e1 () max.» Ty (D max. wie Abb. T 14 b,e,d zeigen.
Da im allgemeincn
1@ max, = TS (@)max. = L (¢)max. ist,
so ergibt sich

1% (Pmax. = 18 (P max. > Moy (P D mman., =orswsserrrermsmss et (IL.5)
In gleicher Weise erhiilt man die folgende Beziehung :
1. 12(¢2) max. ¢ ]ﬁfm(Qz)max. ! M2 (g2dmax, = T (P max. * 1ot (P ax. W, (P ) max, =romrrm (IL.6)
//,//r\l\ 0, ,_,»J\\“\ -
a. E L -
= =
b //7'”72?7\*»,] | ﬂ
iy (q1) -
- T
2, = . 1/1/1 T’!\ /"::/li? T
N —
o P — /\ — g
o’(;lz(c.‘z)

Abb. IIL. 15 a~d.
Fiir die elastischen Biegelinien der in Abb. T. 15 dargestellten Schriigseilhiingebriicke erhilt man
mit GL (I, 12) :

G, 5o Uy (Gy) . weerereeres st .7
Setzt man in Gl. (I. 7) g,~g,, so ergibt sich
1a (@) =Ty (). +eeresmeaseseee st oo (.8

4. Der Rahmen.

Abb. II1. 16 2 w. b.
Fiir die elastischen Biegelinien des in Abb. TL. 16 dargestellten Rahmens erhilt man mit GL
(1. 19) oder (1. 20)
Pef QgD + DUy (Q,q) = Qo f@(P ) A ge g (L, o) wveseseessessesses s st (U.9)

Abb. IIl. 17 a u. b.
Fiir die elastischen Biegelinien des in Abb. M. 17 dargestellten Rahmens, auf den die Streckenlast
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p, die Einzellasten P,Q und das Moment M wirken, erhilt man mit GL (1. 20)
Pofp(M,O) _}_p.ﬁlrp(]l/f,g):Af\/j.goM(P,p).;.Q..fb(]?,p)' ......................................................... (IE. 1

5. Der versieifte Stabbogen und die Hingebriicke.

pasii TN
—- |

Abb. III. 18 Abb. III. 19

H=1
-—

Man nimmt an, dass die Bogenkurve des versteiften Stabbogens und die Durchhangkurve der
Hingebriicke cine quadratische Parabel sind und dass diese Briickeen einfach statisch unbestimmt
sind. An der Schnittstelle in Bogen-oder Kable-Mitte wirke die Horizontalkomponente H=1, wie
dieses Abb. JI. 18 und Abb. 1. 19 zeigen. Man nimmt an, dass die ganze innere Arbeit der
Briicke gleich 37, die innere Arbeit infolge des Biegemomentes in dem versteiften Balken gleich
Wy und dass das Verhiltnis dieser inneren Arbeiten gleich 7 sei. Dann ergibt sich :

_ Wy O
r= Z'VV [-A[(T)Z e Q<‘T>zd )—[ :\/<Z‘>zd 3 kis_i‘_i H (]].[11)
o A Y SER TS SRR,

wobeir M(2), Q(x) und N(x) das Biegemoment, die Schubkraft und die Normalkrift des vers-
teiften Balkens, ferner S die Normalkrifte der Stibe und der Seile sind.
Schreibt man ausfiihrlich, so ergibt sich in Abb. 1I. 18 und Abb. T. 19

M), BfL Q) , 216 f7 N2 L :
J SR T S ED ”J EYe) b Yel oA J{:’EF Yook (TL-12)

7 ist im allgemeinen 0.95~0.98 beim versteiften Stabbogen und 0.90~0.95 bei der Hingebriicke.

Wenn die gleichmissige Streckenlast ¢ wie in Abb. T[. 20a und Abb. M. 21 a wirkt, erhilt
man die Momentlinie, die Schubkraftlinie und die elastische Biegelinie des versteiften Balkens
wie in der Abb, WM. 20 b,c,d und Abb. T. 21 b,c,d gezeigt ist. Diese Linien sind der (I—y)

le

b
’/S V\
I ECLE
N
f\ EOLW d }ISEL*;'ESLE]H P
N Rt =
Abb. I11. 20 a~4d. Abb. III. 21 a~d.

5
\
K T Tn‘fh :

o AN

‘k, 1'2—«—-)1/2 -—
< 7

il ':'Dz)
Abb. III. 22 a~d. Abb. III. 23 a~d.
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fachen Linien des frei aufliegenden Balkens gleich.

Fiir die in Abb. M. 22 b,d und Abb. . 23 b,d dargestellten elastischen Biegelinien des vers-
teiften Balkens erhdlt man mit GL (1. 11)

, . P,
ql'mxch‘a)jpzfm(‘h)a und  9,,(P, :?"fm(‘h)’

- I . . .
Do fa(g) :-=‘£;11§27(l“7) ist, so ergibt sich
P, bBqgl’ 5P,*
9 I N L B L B OOV PRP R URIPT
“IIZCPED 7 384 I (-7 384 ol (1= ; (]":.13)

Der Ausdruck von %,(F,) wird schlieBlich nur eine Funktion von P,

§, Pie Schale.

..,...,.,yy ‘_\ - .I\_.. [RY: ;
Abb. TII. 24 a u. b.

Fiir die in Abb. HL. 24 dargestellten Forminderung der Schale, auf die die gleichmissigen Laster
#,q und die Einzellasten P,(Q wirken, erhélt man auch mit Gl. (I. 19) oder (I. 20)
Pefe(Q,@) 42 Va(Q,q) = Qe foUP,p) 4+ ge V(P ), +orrerersmmmmr st (IE.14)
wobel V,(Q.¢) und V,(P,p) das Volumen der Schalelorminderung sind.
(Recived June 11, 1962)





