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EINE ERWEITERUNG DER THEORIE KLASSISCHER
FLATTERNSCHWINGUNGEN

von Hivomichi HIGASHIHARA™

ZUSAMMENFASSUNG

Theodorsensche Theorie tber Schwingungen
von Platten unter Wirkung des Windes, Theorie
klassischer Flatternschwingungen, gibt dem Stu-
dium der aerodynamischen Stabilitit von Schwin-
gungen verschiedener Baustrukturen einen der
wichtigsten theoretischen Griinde.

Diese Methode hat aber etwas theoretische
Unbestimmtheit, die nicht kleine Schwierigkeit
zu verursachen scheint, wenn wir sie auf andere
Schwingungen als die von Fliigeln anwenden
wollen. Denn die Theodorsensche Theorie kann
nur eine spezielle Windgeschwindigkeit bestim-
men, an der die Platte rein harmonisch oszilliert,
und bringt keine Nachricht iiber andere Lagen.
Diese Beschriankung wird oft todlich, wenn die
Windgeschwindigkeit nicht dafiir zu halten ist,
unverinderlich zu bleiben.

Aber wir konnen die Theorie etwas erweitern
und auch den Zustand von Schwingungen unter
beliebiger Windgeschwindigkeit bestimmen, wenn
wir die obige Unbestimmtheit genauer untersu-
chen und die Phinomene in einer allgemeineren
und auch mathematisch exakteren Form fest-
stellen.

EINLEITUNG

Dieses Studium enthilt eigentlich zwei haupt-
sidchliche Objekte, die zusammenfassend genannt
werden kénnen: Eine Erweiterung der Methode,
die T. Theodorsen festgestellt hat, um die zwei-
dimensionale Schwingung von Platten unter Wir-
kung des Windes zu analysieren.

Dieses Studium verfolgt eine Art mathematische
Tendenz in doppeltem Sinn, in positivem und
auch in negativem. Was jenen betrifft, werden
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einige theoretische Fragen der Theodorsenschen
Theorie oder, man konnte anders sagen, der
Theorie klassischer Flatternschwingung konsequ-
ent gepriift und abgedndert. Aber es scheint ja
bemerkenswert, daB dieses theoretische Werk
trotz seines abstrakten Aussehens eine sozusagen
substantielle Erweiterung der vorhandenen Theo-
rie hervorbringt, die nicht nur theoretisch son-
dern auch praktisch bedeutungsvoll sein kann.

Diese theoretische Priifung bringt auch analy-
tische Darstellung der Theodorsenschen Theorie,
die fiir die Priifung der Einwirkung der Storung
der Luftstrémung anwendbar ist, als Nebenspro-
dukt hervor, wessen Erkldrung mit Riicksicht auf
den Raum leider nicht umhin kann, auf andere
Gelegenheit aufzuschieben.

In Bezug auf den negativen Sinn, sind vorhan-
dene Ergebnisse iiber die physikalische Bedeutung
einiger Phianomene vollig so wie es ist angenom-
men worden, z.B. vor allem, die Bedingung von
Kutta, die Strukturdampfungskraft u.s.w., ndm-
lich es ist vornehmlich beachtet worden, was fiir
ein mathematischer Schluf3 aus einer physikalisch
gleichen Hypothese hervorzubringen ist.

In diesem Referat werden hauptsichlich zwei
Thesen gepriift:

(1) Ist das Ergebnis von Theodorsen denn einzig
mogliche Schwingung unter der gegebenen Bedin-
gung ?

(2) Wie ist der Zustand der Bewegung von
Platten, wenn sie moglich ist, unter anderen
Bedingungen als die von Theodorsen ?

Um sie zu losen, stellen wir erstens die Theo-
dorsensche Theorie mit analytischen Gleichun-
gen explizite dar. Dann kénnen diese Fragen
ausschlieBlich analytisch gelost werden, wobei die
im Abschinitt I kurz eingefithrten mathematischen
Sdtze wichtige Rolle spielen. Im Abschnitt II
wird die Theodorsensche Theorie vom oben
erwidhnten Standpunkt gepriift, und die Fragen
dieses Studiums werden festgestellt.

Die erste Hauptthese wird im tritten Abschnitt
bejahend gelost. Die Entwicklung von der ersten
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zur zweiten These wird im vierten Abschnitt mit
Hilfe der Theorie von Funktionen komplexer
Veridnderlichen ausgefiihrt.

Im Gebiet der Aeronautik wurde die Aerody-
namik des Fliigels entwickelt von H. Wagner,
T. Theodorsen, H. G. Kiissner, T. v. Karman,
W. R. Sears u.s.w., wo folgende zwei Probleme
hauptsichlich untersucht wurden:

(1) Kklassische Flatternschwingung

(2) WindstoBproblem

Da (2) wesentlich verginglich ist wihrend (1)
dauernd ist, konnte man sagen, daB sie vonei-
nander ganz anders seien. Anderseits konnte
man aber sagen, daB sie immer mit einer gemein-
samen Aufgabe zu tun hitten; namlich die
Bestimmung der aerodynamischen Krifte. Das
wire selbstverstindlich im Fall (2). Auch (1) ist
keine Aushahme, denn die harmonische Schwin-
gung wurde da nicht als “die Losung der Bewe-
gungsgleichungen” festgestellt. Diese Idee ist
aber fiir die Baustrukturen sehr wichtig.

Lassen wir hier ein biBchen nachdenken iiber
solch einen Unterschied der Schwerpunkte der
Interesse der beiden Fachgebiete. DaB die Aero-
nautik die Bewegungsgleichungen verhiltnismaBig
vernachldssigt und nur die aerodynamischen
Krifte ernst nimmt, spiegelt die Umgebung der
Flugzeuge richtig wieder und ist also verniinftig.
Thre Bewegung ist in Wirklichkeit ziemlich wohl
kontrolliert, und ihre Bestimmung durch die
Bewegungsgleichungen hat keine groBe Bedeu-
tung. Hingegen im Fall der Baustrukturen, die
eigentlich stillstehend und doch biegsam sind,
wie zum Beispiel die lange Hingebriicke, ist die
Bewegung selbst bedeutungsvoll und also die
Bestimmung der Bewegung hat die Bedeutung
erster Klasse.

Die Ergebnisse der Aeronautik kénnen oft auch
fiir die Bautechnik machtige oder theoretisch
fiihrende Waffe sein; trotzdem ist die richtige
Anwendung zu leisten nicht durch die zu direkte
und rohe Einfithrung der Ergebnisse sondern
dadurch, die Manier elastisch anzuwenden. Ndm-
lich wenn der Gegenstand anders worden ist, ist
die Theorie nur dadurch richtig anzuwenden, den
Unterschied zwischen der alten und der neuen
Bedingungen ganau zu erkennen.

Auf jeden Fall wire die obige Verschiedenheit
der beiden Gesichtpunkte natiirlich, und wenn
nur dieses Elementarerkenntnis gehalten wird,
so wire der Unterschied zwischen den oben
erwdhnten Forschungen und diesem Studium
deutlich; nidmlich dieses legt seinen Schwerpunkt
auf die Bewegung und nicht auf die aerodyna-
mischen Krifte. (Es wire jetzt klar, warum der

Titel dieses Referats nicht ‘“‘Eine Erweiterung
der Theodorsenschen Theorie” sondern
Flatternschwingungen ” ist.)

Aber wenn es nur die rein harmonische Schwin-
gung betrife, wire es doch keins mehr als eine
Nachpriifung der Flatterntheorie. (Dieses Studium
stellte theoretisch fest, keine besondere Schwin-
gungsform voraussetzend, daB die Schwingung
vom Theodorsenschen Typ die einzigartige Losung
unter der Flatternbedingung ausgenommen einen
pathologischen Fall ist. Deshalb hat es einen
ganz anderen Inhalt als die Flatterntheorie.)
Aber es verfolgte ausfiihrlich die wirklich reali-
sierbare Bewegung und hat schlieBlich gegen
beliebige Bedingung, die nicht immer die Flattern-
bedingung ist, die unter ihr entstehende Schwin-
gung als die mathematisch exakte Ldsung ent-
scheidet kénnen. Diese Erweiterung ist von einem
klaren mathematischen Ausdruck begleitet.

Karman und Sear entwickelten die Aerodyna-
mik zuerst in einer allgemeineren Form und dann
wandten sie auf die vorgenannten (1) und (2) an.
Aber wie diese Autoren selbst duBerten, ist ihre
Feststellung ‘‘ wesentlich ein kurzer Weg” der
Theodorsenschen Theorie und also keine Erwei-
terung im oben erwihnten Sinn des Autors. Auf
diese Weise bestimmen die Theorien der obigen
Forscher gegen gegebene Windgeschwindigkeit
die da entstehende Schwingung nicht, was die
Absicht dieses Studiums ist. Thre Feststellungen
hatten von Anfang an keine solche Absicht. Die
Umstdnde sind ganz #dhnlich z. B. fiir die Wag-
nersche Funktion.

Es ist aber immer wiederzuholen, daB das keine
Unehre dieser Theorien ist, sondern hat man
vielmehr zu wiirdigen ihren vortrefflichen Sinn,
den Charakter der Gegenstdnde der Aeronautik
richtig vorauszunehmen. Im Gegenteil wiirde
dieses Studium, das die Bestimmung der Bewe-
gung zielt und beliebige Windgeschwindigkeit in
seine SchuBweite zu legen will, nicht zur Sache
gehdren vom Standpunkt der Aeronautik; trotz-
dem wenn man einmal die Aufmerksamkeit auf
die Baustrukturen richtet, wie vorerwidhnt, veran-
dert die Situation sich vollstindig und die Fest-
stellung dieses Studiums erhilt die raison d’étre.
Der auf die Baustrukturen einwirkende natiir-
liche Wind verdndert sich mannigfaltigerweise,
und dieses Studium hat mit einem von verschie-
denen Faktorenen seiner Mannigfaltigkeit, die
Windgeschwindigkeit, zu tun, und ist keins mehr.
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1. MATHEMATISCHE VORBEREI-
TUNGEN

(1) Konfluent hypergeometrische Funktionen

Wenn « nicht ganze Zahl ist, so ist die normale
Form der konfluent hypergeometrischen Funk-
tionen erster Art folgenderweise definiert?:
2 IO

(I (r—a)
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Der Schleifenweg Ci verlduft an den beiden Ufern
einer geeigneten Halblinie und umkreist sodann
den Nullpunkt im positiven Sinn.

Diese Funktion Gi(a,y; z) ist eindeutig und
analytisch auf der ganzen Ebene der komplexen
Zahlen auBler dem originalen Punkt. Der
unendlich ferne Punkt ist auch ihre singuldre
Stelle, aber wir brauchen dartiber nicht in Bet-
racht zu ziehen fiir unsere Frage.

Einige bestimmte Integrale, die sich in den fol-
genden Abschnitten zeigen, kénnen mit den kon-
fluent hypergeometrischen Funktionen dargestellt

werden:
S“\/Ewcdc: ~~Gl< ,2; z>
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Man beachte, da3 die rechten Seiten dieser drei
Ausdriicke auf der ganzen Komplexebene definiert
sind, obwohl die linken Seiten nur auf der Hal-
bebene {Re(z)>0} gelten. Mit anderen Worten,
die Funktionen der rechten Seiten sind nichts
andres als die analytischen Fortsetzungen der
linken Integrale, deren Gebiet nur die rechte
Halbebene ist.

Die obigen konfluent hypergeometrischen Funk-
tionen sind auch mit den Hankelschen Funktionen
einer komplexen Variablen darzustellen: z. B.

Gy <-12~, 2; 2iz> =2 e% ( Hy®(2) -1 Hy(2)}

Gl< ,3; 2;2) = Hi®D(z) e (3)

Nach den Integraldarstellungen (2) werden die
Ableitungen der konfluent hypergeometrischen

Funktionen wieder mit denselben dargestellt:
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RN My
PR p—ve

Das Benehmen djeser Funktionen in der Nahe
des unendlich fernen Punktes wird mit Hilfe der
asymptotischen Formel kurz beschrieben; im
besonderen
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(2) Komplexe Theodorsensche Funktion

Die Theodorsensche Funktion C(k) wird folgen-
derweise definiert:

H1(2>(k)

CO=pamwmrimewm ®)
wobei die Veridnderliche k reell ist. Lassen wir
definieren

2 G1< o ,3; 22>
@(2) = e— e ( 7)

2 G1<1 2; 22>

und nennen sie die verallgemeinerte Theodor-
sensche Funktion oder einfach die komplexe T-
Funktion, weil ihr Argument z komplex ist.

Nach den Beziehungen (3) ist eine andere Defi-
nition méglich durch die Hankelschen Funktionen
vom komplexen Argument:

6(2)= Hi(D(—iz)
HO(—iz)+iHyD(—1z)

Man kann obige zwei Definitionen nach den
Umstdnden treffend gebrauchen. Der erstere
Ausdruck scheint bequemer fiir die analytische
Untersuchung. Noch dazu da die komplexe Zahl
z in dieser Arbeit eine physikalisch deutliche
Bedeutung besitzt, so ist der erstere theoretisch
giinstiger. Aber wegen der historischen Um-
stinde, daB die Hankelschen Funktionen weit
genauer untersucht worden sind als die konfluent
hypergeometrischen Funktionen, ist der letztere
Ausdruck niitzlich zu gebrauchen, um numerische
Werte von der komplexen T-Funktion zu berech-
nen.

AuBerdem hat man die Beziehung zwischen
der Theodorsenschen Funktion und der kom-
plexen T-Funktion. Wenn das komplexe Argu-
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ment z besonders rein imaginir ist, stimmt diese
mit jener iiberein; d.i.

CEk)=C(k) ++e--- EeR e (9)

Offenbar ist die komplexe T-Funktion eine
analytische Funktion, was folgenderweise anders
gesagt werden kann: Die komplexe T-Funktion
@(z) ist gerade die analytische Fortsetzung der
Theodorsenschen Funktion C(k).

Die Theodorsensche Funktion ist, von mathema-
tischem Standpunkt aus, eine lahme Funktion,
deren Argument begrenzt reell ist, obwoh! sie
selbt komplexe Werte besitzt, wihrenddessen ist
die komplexe T-Funktion eine vollkommene ana-
lytische Funktion.

Jetzt lassen wir iiber den analytischen
Charakter der komplexen T-Funktion zu-
sammenfassen. Nach (5) und (7) ist €(z)=

1
E—FO(Z‘l) wenn z unendlich groB3 wird.

Nach den Integraldarsetllungen (2) sind

1 1 3
G1<~2~, 2; Z> = ~G1<E, 2; z> und G1<E’ 3; 2>
= —Gl<~g—, 3; z>, wenn Re(z) positiv ist, was

nach der Eigenschaft der analytischen Fort-
setzung gilt iiberall, wo die Funktionen
analytisch sind. Deshalb muB3 auf der
ganzen Ebene
=@ e (10)
Besonders wenn z reell ist, ist auch §(2) reell.
Nach (4) und (7) wird die Ableitung von §(2)
wieder mit derselben dargestellt:

o) == {@(z)}2+<2—%>@(z)—1
/(=2 (@) ~2 (€@} +E()]

+ 16 (6(2)) 2~ 66(2) + 11+46(2) -2

Wenn einmal numerische Werte der Bessel-
schen Funktionen Ji(g) und Ji(z) und der Neu-
mannschen Funktionen Yo(z) und Yi(z) fiir kom-
plexe Veridnderliche z bekannt sind, so ist

Ji(@—iYi(2)
{12} —iY1(2)} + i { Jo(2) — 7Y o(2)}

Numerische Werte dieser Besselschen Funk-
tionen werden gewdhnlich gegen p und ¢ gege-
ben @, wobei z2=peis.

Schreibt man §(:z)=@(pei(s+G/2)=8(p : ¢),

8o : p+e)=8(0 : §)—peis (o : Ple

1 ]
+_2‘P2 ezw@//(p . ¢)52+ e

6(iz)=

Nach (11) sind
petel’(o: g)=i{8(o : ¢)—Cp : $)}
+oeté{28(p : ¢)—1)
p2ett8 (o 1 ¢)
=—2{8%p : ¢)—28%p : $)+C(p : $)}
—ip i (66%(p : )—66(0 : $)+1}
+2p% €219 {28(p : $)—1}
Mittelst dieser Ausdriicke und vorhandener
numerischer Tafel der Zylinderfunktionen kom-

plexer Verinderlichen kann der Wert der kom-
plexen T-Funktion gegen viele verschiedene

Werte des Arguments genug genau ausgerechnet
werden.

1 Verallgemeinerte Theodorsensche Funktion.

(3) Integraltransformationen

Wenn eine Funktion # eines reellen Arguments
einige mathematisch erforderliche Bedingungen
erfiillt, werden ihre Fouriersch Transformierte
%u, Fouriersch Umkehrstransformierte §*x und
Laplacesch Transformierte L« definiert, wobei die
ersteren zwel ein reelles Argument und wihrend-
dessen die Laplacesch Transformierte ein kom-
plexes Argument haben.

@)=y | ulty e
)=\ ul) et

@)=\ utye
J0
Nach der Fourierschen Umkehrsformel §*(&u)=
F(F*u)=u, und nach der Laplaceschen Umkehrs-
a+ico
formel u(?) :Z%S  et»(Bu)(p)dp, wobei reelle
¢ —100
Zahl ¢ gewdhnlich beliebig bestimmt werden
kann.
Diese Operation verwandeln lineare Differential-
gleichungen mit konstanten Koeffizienten in lin-
eare algebraische Gleichungen, weil
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[%(%ﬂ ()=ik(@u)k), ws. w.

Noch dazu wenn # mit einer Faltungsform
dargestellt ist, so gilt ein Theorem, das in diesem
Studium eine groBe Rolle spielt.

Wenn u(x)= g:of(x— ¥)g(y)dy ist, so sind
(%u)(k)z(%f)(k)gj o) e dy
(&) (k) =(F*1)(k) S‘: o(y) e dy

und wenn u(x):S:f(x——y)g(y)dy ist, so ist (fu)(p)
=(85)(p)-(€9)(p).

Die Funktion # muf3 auch einige mathematische
Bedingungen erfiillen, damit obige Formeln gel-
ten. Zum Beispiel wenn #(#) eine dauernd schwin-
gende Quantitdt ist, die sich nicht zusammen-

zieht, so existiert weder S |u(t)| d¢  noch

Sw lu(t)|2dt mehr. Darum existiert (Fux) oder

(*#) im allgemeinen nicht, trotzdem darf man
auch obige Formeln gebrauchen, wenn man sie
fiir eine Distribution halt. Wenn die dauernd
schwingende Funktion w(f) eine wirkliche physi-
kalische Quantitdt darstellt, so kénnte man noch
einige andere mathematische Bedingungen von #
voraussetzen, z.B. (1) Stetigkeit von u(f) und
ihrer Ableitungen nétiger Glieder, (2) Beschridnk-
theit von #. Fiir diesen Fall kann man dafiir
halten, daB # zum Funktionenraum &’ von
“miiBigen Distributionen” gehért, und man kann
Fu und F*u definieren und deshalb obige Formeln
gebrauchen.

2. KLASSISCHE FLATTERNSCHWIN-
GUNG

(1) Theodorsensche Theorie

Lassen wir zuerst die Theorie klassischer Flat-
ternschwingung kurz nachpriifen, um den Punkt
unseres Studiums einzufiihren.

Es ist wohl bekannt, dal kein Widerstand auf
beliebigen in reibungsfreier Fliissigkeit gesetz-
ten Korper wirkt. Wenn es aber Zirkulation I’
um den Korper gibt, so wirkt ein Auftrieb L=
oUT", was als Theorie von Kutta und Joukowski
bekannt ist. Nun denken wir weiter dariiber
nach, wie sich diese Formel verdndert, wenn
der Korper nicht mehr stillsteht sondern mit
einer kleinen Amplitude schwingt. Diese Frages-
tellung ist zweifellos bedeutungslos, wenn die

Schwingung eine groBe Amplitude hat, wobei der
Stromungsstand der Hinterseite des Korpers die
Hypothese idealer Fliissigkeit gar nicht mehr er-
laubt. Wir kénnen die Form L({)=pUI'(f) nicht
hoffen, trotzdem konnten wir die Modifikation
linearerweise darstellen, weil wir die von der
Schwingung erregte Strémungsstérung fiir winzig
klein ansehen; niamlich
L@&y=pU{I'®)+1()}

Es gelang T. Theodorsen, y(f) zu bestimmen,
fiir den Fall, daB ebene Platte harmonisch
schwingt. Wenn die Platte schwingt, so schwingt
natiirlich auch die GroBe der Zirkulation. Aber
nach dem Erhaltungsgesetz des Wirbelbetrags
flie@t ihre Differenz als WirbelstraBe geradlinig
hinterwirts weg, und

IO+ Uruld, =0 e (12)

Nach der Theorie von Potentialstromung wird
die normale Komponente w, der Stromungsgesch-
windigkeit an der Tragfliche mit Hilfe von den
Dichten 7, tragender Wirbel und 7y freier Wirbel

ausgedriickt:
1 % yalé, 2
witon =g T
1 w6, 9) .
— Sb s de, wee(13)

wobei 2b gleich Sehne ist.

LaBt man den Wirbelbetrag auf der Wirbel-
straBe sich nicht vermindern, so gilt eine Art
Homogenitat

—x
e O=ref 140555 ) e (14)
Das ist nicht anders als Losung der Gleichung
von Idealitiat der Flissigkeit:

w | Ofw
Use T ot

Nun lassen wir uns beschridnken auf den Fall,
daB alle Quantititen, die an unserem Phinomen
teilnehmen, mit einer gleichen Kreisfrequenz o
rein periodisch schwingen: D.i.

bh(t)=bhy eiwt
rotationale Verschiebung ¢(f)==¢y ¢tet
(1) 7a(&, 8) =7al§) et
ru(é, H)=ru(§) etor
wal, 1) =wax)etot
({II) Zirkulation I'(t) =Dy gtet
Auftrieb L(#) =Lgetot
Drehmoment M@B=Meiet, -eeee (15)

wobei nur die reellen Teile dieser Ausdriicke
Bedeutung haben, was zu rechtfertigen ist, weil

=0.

(I) vertikale Verschiebung
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folgende Berechnungen alle linear sind.

Die Bedeutung dieser Voraussetzung wird nach-
her genau iiberlegt. Die Leser sollten nur be-
merken, daB hier nur die zwei Bedingungen erster
Gruppe wesentlich und die tibrigen nicht mehr
als von sekundirer Bedeutung sind.

Nach (13), (14) und (15)

1 §1 Tal&) ds

2z 1— S
ioly [ ikt
= ik — w0 ) eeeees
ol ¢ Sl P d&é—wq(x) (16)

T .
wobei z statt ry und £ statt % geschrieben

worden sind, d.h. die Raumverinderlichen sind

hiernach ohne Dimension. Die dimensionlose
.. wb R

GroBe k:—U— wird “reduzierte Frequenz’ gen-

annt.
Nach dem Theorem von Sthngen gilt

I Y 5 e
f@)= 2& 142 ¢

A .

wenn f(1)<co ist.
Wendet man diese Umkehrsformel auf (16) an,

1—x {fl 1F & wal(f) ae

142 ¥V 1—¢& x-—-¢

iwl’y g 7]+1 e ik }

— gtk

2U - ——dy; . (18)
Die Druckdifferenz Apa(x, t) zwischen unten

und oben wird nach der Theorie von Potential-

stromung mit Hilfe von 74 berechnet:

Ta(®) =—

+

dpa(z, ) b 37a
et = r || 6 e
...... (19)
Apa@) o T _
DA = —rel) ik 1l ds, )
wobel dpa(x, f)=4dpu(x)etor.
Lo _ _ toJ1+eE :
P Zc(k)s_l\/ S (@) e
—szg Vi—Zwa(8)ds - (21)
M 1+8 -
= 1= (o) Iy ey ae
1
~28* V1= wa(§) dé
ik| e VTTE W) (22)
Vorausgesetzt, daf3 keine Trennung erzeugt

wird an der Platte, muBl die normale Komponente

wg mit der vertikalen Geschwindigkeit der Platte
iibereinstimmen, und also

wa(x, )= — (bh()+ Up() +xo()y - (23)
= )~

+ (@ +k)C(E) +ik} po
g =Ry

+{<1+ k>C(k)+ L] gy
Wirken eine elastische Widerstandskraft b Kph(f)
gegen die Verschiebung bi(f) und ein elastisches
Widerstandsmoment K;p(f) gegen die Drehver-
schiebung ¢(#), so sind
— L{®)=mb h(£)+bKn h(?)
M(ty=1p@®)+Ks 0(D)
wobei m Masse der Platte und I Trigheitsmoment
der Platte in bezug auf die Achse {x=0} sind.
Noch ein Faktor fehlt. Das ist Strukturdiamp-
fung. Um sie in Betracht zu ziehen, braucht
man nur K durch Ku(l4igr) und K, durch
K4(1+1ig4) zu ersetzen in den Bewegungsgleichun-
gen®. So sind

— L(t)=mb {h(£) + wn2(1 -+ ign) h(D)} }
M()=I{¢@)+ o1 +tig:) ()} ,

’_ eigene Kreisfre-

wobei wr= \/7 und w¢~\/

quenz der Vertikalschwingung bzw. die der Dreh-
schwingung sind. Substituiert man (15) fiir diese
Gleichungen, werden die Bewegungsgleichungen
schlieBlilh lineare und homegene, algebraische
Gleichungen fiir 2y und .

Damit die Platte wirklich schwingt, muf3 die
Koeffizientendeterminante gleich Null sein.

Da sie eine Gleichung auf dem Korper der
komplexen Zahlen ist, entscheidet sie zwei reelle
Zahlen, niamlich die reduzierte Frequenz % und
die kritische Windgeschwindigkeit U. So kann
man die kritische Geschwindigkeit der nicht
gestorten Luftstromung im Sinn entscheiden, da
die Platte bei ihr rein periodisch schwingt. Diese
kritische Windgeschwindigkeit wird gewohnlich
“Flattern (wind) geschwindigkeit” genannt und
oft mit Ur bezeichnet.

(2) Theorie klassischer Flatternschwingungen

Lassen wir hier kurz das Skelett der Theorie
klassischer Flatternschwingungen und auch ihre
Fragen anordnen:

(1) Die Platte schwingt mit so kleiner Ampli-
tude, daB die Theorie von Potentialstromung und
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der K—J Satz darauf anzuwenden sind.
(2) Wegen der Helmholtzschen Sitze iiber
Wirbelbewegungen, fiahrt die zeitliche Differenz
der Zirkulation als ein Wirbelschicht an, und
jedes von ihren Elementen, seinen Wirbelbetrag
zeitlich konstant haltend, flieBt mit der Stro-
mungsgeschwindigkeit hinterwirts weg.
(3) Man begrenzt seinen Gegenstand nur auf
den Fall, daB alle Quantitiaten, die sich bei der
Schwingung der Platte veridndern, mit einer glei-
chen Frequenz harmonisch schwingen. Das ist
mit (15) analytisch dargestellt worden.
(4) Amplituden des Auftriebs und des Kraft-
moments werden bestimmt. Substituiert man
dieses Ergebnis fiir die Bewegungsgleichungen
erreicht man ein lineares Gleichungssystem in
ho und ©o -
(5) Existenzfahigkeit von nicht trivialen /%, und
o verlangt einige spezielle Werte der Strémungs-
geschwindigkeit. Thr Minimum, das gewdohnlich
Flatternwindgeschwindigkeit oder kritische Wind-
geschwindigkeit genannt wird, ist eine der wich-
tigsten Charakteristiken. Weil diese Existenz-
fahigkeit auch von Strukturdimpfung des Systems
abhidngig ist, ist ihre Bedingung =z.B. gegen
Windgeschwindigkeit und Strukturddmpfungskon-
stante zu bezeichnen, gewohnlich wie das als
Beispiel angefiihrte Bild.

g

005 -

50m/s

Bild 2 Ergebnis der Theodorsenschen Methode.

Man konnte aber folgenderweise sagen: Die
Theodorsensche Theorie bleibt noch eine halb-
empirische Formel, die die mit (15) dargestellte
empirische Tatsache als ihren Grund ohne Kritik
aufgenommen hat. Es ist nicht erkldrt worden,
warum oder auf welchen Fall denn diese Phéno-
mena sich verwirklichen. Lassen wir nun das
Objekt unserer Betrachtungen folgenderweise
zusammenfassen.

(1) Prifung der Existenz von Schwingungsfor-
men anderer Art als die mit (15) dargestellte rein
periodische Schwingung: Es ist nicht nur theore-
tisch sondern auch praktisch unentbehrlich, fest-
zustellen, daB keine Schwingungen solcher Form

existieren konnen, damit man die Flatterngesch-
windigkeit mit kristischer Windgeschwindigkeit
identifizieren darf. Nach unseren experimentellen
Ergebnissen, stimmen die Frequenzen beider
Schwingungen, vertikale und rotationale, nicht
iiberein, wenigstens wenn die Luftstromung aus
irgendeinem Grund gestort ist. Natiirlich kénnen
wir darauf rechnen, daB sie gewil3 iibereinstim-
men, wenn die Platte sich in ungestorter Stro-
mung befindet, was aber theoretisch festzustellen
ist.

(II) Die auf dem Bild 2 aufgezeichnete Kurve
stellt die Bedingung dar, unter der die mit (15)
dargestellte Schwingung existieren kann. Aber
in welchem Bewegungszustand ist denn die Platte,
wenn sie in anderen Umstidnden liegt ?

Im Fall von Experimenten in Windkanal und
vielleicht auch im Fall von natiirlichem Wind,
wird die Flatterngeschwindigkeit nicht plétzlich
sondern allm#hlich realisiert. Und zwar es 14fit
sich kaum erwarten, daB die Windgeschwindigkeit
bei unserem Phinomen, ganz anders als bei dem
der Flugmechanik, auf lange Zeit immer einen
konstanten Wert hilt. Bewegungszustand an den
Punkten auBer der aufgezeichneten Kurve hat
also fiir uns besondere Bedeutung im Vergleich
mit fiir Flugmechaniker, denn unsere Objekte,
verschiedene Baustrukturen, miissen unter Bewe-
gung des Naturwindes stehen bleiben. Diese
zweite Aufgabe verlangt uns gewifl eine mathema-
tische Erweiterung klassischer Flatterntheorie.
Die Flatterntheorie bestimmt die Existenzbedin-
gung einer besonderen aber zugleich der wichtig-
sten Schwingung. Unsre neue Theorie mull aber
die Schwingungsform gegen beliebige Umgebung-
slage bestimmen konnen. Lassen wir sie nachher
einfach Stabilitdtstheorie heiBen.

Wenn zum Beispiel die Windgeschwindigkeit U
und die Strukturddmpfungskonstante g verander-
lich sind, so muB die Stabilitdtstheorie irgendeine

Funktionalbeziehung der Art f(U,g; Schwin-
gungsform)=0 bringen. Und wenn dieser Aus-
druck gegen die besonderen U und ¢, die nach
der Flatterntheorie bestimmt worden ist, die die
rein periodische Schwingung (15) als der Schwin-
gungsform bestimmt, kénnten wir ja die Stabili-
tits theorie fiir eine Erweiterung der Flattern-
theorie halten.

Unser Ziel setzt sich also aus ndchsten zwei
Angaben zusammen:

(A) Bejahende Antwort auf die erste Frage,
niamlich Feststellung der Einzigartigkeit der Lo-
sung (15) unter den Hypothesen (1) und (2).

(B) Antwort auf die zweite Frage, ndmlich Bil-
dung der Stabilititstheorie.
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Es ist bemerkenswiirdig, daB diese zwei An-
gaben ausschlieBlich mathematisch gelést werden
konnen, und auch daB3 die zweite Antwort wih-
rend des Studiums erster Angabe auf ganz natiir-
liche Weise eingefiihrt wird.

Die erste und zweite Angaben sind eine Art
physikalische Voraussetzungen, und wir nehmen
sie so wie sie sind auf, wie wir uns in der
Vorbemerkung darauf beschriankt haben.

Anderseits, der ProzeB3 von der tritten Angaben
an ist Analyse unseres physikalischen Modells,
deren Giiltigkeit wir priiffen mo&chten. Aber,
genauer gesagt, die tritte Angabe fillt iiber alles
in unsere Augen, denn die {brigen folgen ihr
auf natiirlicher Art. Wir miifiten deshalb ein
bilchen genau betrachten, welchen Charakter
denn diese Angabe trégt.

Da gebraucht man eine typische mathematische
Methode der Art, daB man jede von den Quan-
titdten, die eigentlich eine Art Funktion sind,
durch eine komplexe Zahl ersetzt, um die funda-
mentalen Gleichungen, die eigentlich Funktionen-
gleichungen sind und doch sich in der Flattern-
theorie nicht offen zeigen, in algebraische Glei-
chungen zu verwandeln. Und zwar diese An-
nahme hat die Phidnomene, die wirklich beobach-
tet werden, richtig ausgedriickt.

3. ANALYTISCHES VERFAHREN DER
FLATTERNTHEORIE

(1) Analytische Darstellung der Theodorsen-
schen Theorie

Es ist schon erwdhnt worden, dafl fundamentale
Gleichungen mit Hilfe der Annahme (15) von
Theodorsen sich verbergend gelést worden sind.
Aber wir lassen sie hier auftreten. Diese funda-
mentalen Gleichungen, d.i. analytische Darstel-
lung der Theodorsenschen Theorie, spielt eine
groBe Rolle nicht nur bei der Priifung erster
Angabe und beim Bilden der Stabilitdtstheorie
sondern auch, bei der Analysis der Phinomene
unter Wirkung des irgendetwas gestorten Windes.

Weil wir die ersten zwei Angaben der Theodor-
senschen Methode aufgenommen haben, kénnen
wir sofort die Anfangsausdriicke (12), (13) und
(14) empfangen:

ar /, . &— B .
o \t — >+U~rw(5, H=0 o 25)
1 (Y 7a
e =
7”10(5! t)
27:5 o e (26)

wobei die zwei Raumveranderlichen x und £
dimensionlos sind.
Nach der Sohngenschen Umkehrsformel

7alé, )= 2\/1+5§

fp_p=l
e MM@
zU Y 14+¢ 7—1 7—¢

T+a wal(¥, ¥)
1oz e—z O

1
F(t):——ZbS 1” LES (e, 1) do
-1

b (> : -1
_b ﬁ,ﬂ_> <_ _’1.4>
U&( ZEL-1) P (-0 an

...... @7
Nach (19)
2 1
O roefrro-—4 | s nde
M(f)__
=g 0=\ era(e na
b
+-27§ S27alt, ) dS
...... (28)
Substituiert man (27) fiir diese zwei,
L®)
U —F(t)+ F(t)
B [ Y. |
_ﬁgl 0 V= 1)F<t~bT> &
p2 1
—2—58 V1= ziwez, 1) dx
M@y _ by
ot = " aul @
b 7
— = V=D (-0 T
b2 1 +1
2—U78 <ﬂ~/772—1 Pt \/77 >
x f< t—b%) dp
B Itx .
_E‘U-—S—l\/l_w waelz, t)dx
—ZIJS1 V1= giwe(z, 1) dx
| @ visate, ds )
...... (29)
Nach (23)

b=l [7ET .\ -1
b 7+l _ 7I__>
F(t)+U§1< 2l 1>F<t b1

=27b (bi(B)+ Up(t)} +7b2p(t) - (30)
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16 g =10+ F(t)
_—(b%g:o(v— «/ﬁ)i"<t_bl;_1> dy
+Llﬂ{bi'i(t)+ Uap()) oo (31)
oUb 2UF @

__”JSW@_ \/ﬁ)F(t—bp%lV) dy

B e 75
X f(t b2 U~1 > dy

+7b (bit)+ Up(t))

+——’ﬁbh(t)+ Ug(t)+- so(t)} ~+(32)

Lassen wir hier zwel spezielle Losungen dieser
Gleichungen kurz ansehen:
(1) Wenn die Platte stillsteht, verschwinden
alle Ableitungen der fundamentalen Gleichungen,
und I'=2rbUp, L=pUl'=2rpbU, M=zpbtUlyp,
was gewifl Resultat der statischen Theorie ist.
(2) Wegen der speziellen Form der fundamen-
talen Gleichungen kann man auf spezielle Lésun-
gen rechnen, bei denen alle unbekannten Funk-
tionen gleichzeitig eine Form von e# (z=komplex)
zeigen. Wenn Re(z) positiv ist, konvergieren
sicher alle Integrale der Gleichungen. Diese kon-
vergieren auch wenn Re(z2)=0 ist, weil ihre Kerne

alle O<%> sind, wenn % unendlich grof wird.

Man koénnte leicht voraussehen, daB diese Lésung
der Theorie von Theodorsen entspricht. In der
Tat, wenn man (15) fiir die fundamentalen Glei-
chungen substituieren,

e 2¢kho+(24ik)po

=2 U = s
L ey .
pTOJ: —”7’ & e Hy (k) o+ xb U (~ ltho -+ ik o)
ﬂiﬁ_ ik l ¢}

up=—ke [4110 (k)

+ L )+ |1

+nbU§<ik—~kﬁ>ho <1+—’£ kZ)(po}
2 8

Diese Ausdriicke haben wesentlich nur eine
spezielle Funktion; nidmlich sie konnen mit eini-
gen elementaren Funktionen und einer Funktion,
die nur vom Verhiltnis der zwei Hankelschen
Funktionen abhingig ist, dargestellt werden. Im

besonderen kann man die Theodorsensche Funk-
tion als diese parametrische Funktion wdhlen,
und

Lo=2r0UC (k) {z‘khw <1 +%> goo}
+zpUh{— k2h0+ikgoo}

:npUZbZC(k){ikko+<1+%>gﬁo}

k2

8 }9”‘]

Diese sind nicht anders als das Ergebnis von
Theodorsen. Also kann man folgenderweise erk-
liren: “Die Theodorsensche Theorie entspricht
einer von moglichen Losungen der fundamentalen
Gleichungen ”.

Auf diese Weise haben wir nun die Frage (I)
natiirlicherweise ergriffen. Niamlich wir brau-
chen nur zu priifen, ob das Ergebnis der Theo-
dorsenschen Theorie denn einzig mogliche Lésung
der fundamentalen Gleichungen ist.

Zu diesem Zweck hat man die fundamentalen

Gleichungen mit dimensionloser Form auszu-
driicken.

~-er2b2{Zk

. Ut . .
Lassen wir ——— aufs neue mit ¢ bezeichnen.

b
Dieses neue ¢ ist dimensionlose Zeitverdnderliche.
Bezeichnet die Ableitung betreffs des neuen # mit

Gedankenstrich, f/(t):% ' Bezeichnen wir
e M(t)
weiter dimensionlose Grofen oD’ 27er2b und
M) .
CRNGETY von neuem ['(¢), L(f) und M(),

P+ AT =9 ds=H 0+ o0+

LO=TO+I" 0| AOT -9 ds
Loortow
HS O+ 50 (0 cene(34)
M@= —%F’(t)— Sj S (E—s) ds
2

——1-8 Fa(sH(t—s) ds

+ o)

L1

OO+ O] - (3)

wobei
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fu(2)=— Y@+ 1)i—1 +(z+1)
F(@)=(@+1) v+ 1)E—1 —(@+1)

\/x+2 ...... (36)

Wir haben schon ge#duBert, daB sie fein sind,
nicht nur aus duBerlichem Grund, sondern auch
in analytischem Sinn. Denn analytische Eigen-
schaften unserer Theorie haben in der dimension-
losen Form deutlich erscheint, was wir nachher
sehen. Aus diesem Grund lassen wir diese dimen-
sionlose Form einfach fundamentale Gleichungen
heiBen. Es ist zu beachten, daB ihre Kerne alle

die Art haben, daf3 fr(x):O<%> (r=1,2,3) bei

Z—>c0.

Die fundamentalen Gleichungen sind lineare
Integrodifferentialgleichungen, deren Integrale alle
bestimmte Integrale iiber (0, o) sind und eine Art
Faltungsform besitzen, was ihre analytisch ent-
scheidendste Eigenschaft ist. Leicht kann man
sehen, daB} diese schéne Eigenschaft auf die Bedin-
gung (14) oder am Ende auf unsere Voraussetzung
von “reibungsfreien Fliissigkeit” hinauskommt.

Wenn die kinematische Zidhigkeit v der Fliissig-
keit nicht zu vernachldssigen ist, so mufl man
statt (14) aufnehmen

o[ - =001

4ys

1 ¢
TwlE, t)= — 41/580&(
be N -
X <1+ Us)r(t—s) ds,
was mit unserer Bedingung iibereinstimmt nur

wenn v verschwindet, weil

—_ 2
exp {~ (x—=Ut) %
lim— )
- Vot

‘/;TM — = x—Ut).

(2) Bewegungsgleichungen

Die Bewegungsgleichungen (24) kénnen folgen-
derweise dimensionlos ausgedriickt werden:

—L(t):-;i (R(D+ 21+ ign)h(t))
M(t)~ {so”(f)+k¢2(1+tg o))
...... (37
wobei p= ,T::;z , = m{bE’ kn—% und
Ty

Aber man mufl beachten, daB sie auf beliebige
Schwingungen nicht direkt angewandt werden

diirfen, weil sie eigentlich nur bei rein perio-
dischen Schwingungen gelten, deren Frequenz
wesentlich positiv ist. Um sie zu erweitern, hat
man die von allgemeiner Form schwingende
Funktion «(f) in harmonisch schwingende Ele-
mente zu zerlegen.

u(t):SO_o i

Die GroBe der Strukturddmpfungskraft, die bei
der rein periodischen #(w)etet wirkt, ist gleich
iguKud(w)etvt, wenn die Kreisfrequenz o positiv
ist. Wenn diese dagegen negativ ist, so muf} die
Kraft gleich —iguKud(w)etet sein. Die gesamte
Dampfungskraft ist also gleich

. * o) .
zguKuSO ‘/gel dw

- glot do

0
_iguKuS ?/(;)72 giot de

( )

SguKuS z*(w) ew”dw
Diese Tatsache ist folgenderweise zu formu-
lieren:

-L(t)z%{h”(t)+kn2<1+z'*gh>h<t)}

M@= {90”(t)+k¢2(1+l*g¢)¢(t)} ,

wobei
B *u)(k) =1 sign (k)(Su)(k)
FH(*u)(k) =i sign (k)(F*u)(k) -++(39)
8(i*u)(p)=i sign {In(p)} (Sx)(p)

Es ist klar, daB die Dimpfungskraft gleich Null
ist, wenn die Frequenz der Schwingung gleich
Null ist, und auch daf jene stetigerweise klein
wird, wenn diese sich Null ndhert, was entspricht,
daB der Bewegungsprozel3 reversibel sein muf.
Die Formeln (39) miissen also in der Nidhe der
Null-Frequenz ein biBchen verdndert werden.
Diese vielmehr abstrakte Modifikation macht
aber nichts in folgenden Diskussionen, weil wir
nachher nur arithmetische Berechnungen und
Integralrechnung gebrauchen und nie differen-
tieren; trotzdem ist sie nodtig, um unser Argu-
ment mathematisch genau auszufithren.

(8) Einzigkeit der Liosungen der fundamentalen
Gleichungen

Die fundamentalen Gleichungen und die Bewe-

gungsgleichungen sind nun vorhanden, und wir

konnen anfangen, sie zu losen. Ihre jede un-

bekannte Funktion kann, wie schon erwihnt, fiir
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eine der Distributionen &’ gehalten werden, und
wir kénnen ihre Fouriersch Transformierten an-
nehmen. Schreibt man diese fett und eliminiert
man die transformierte Zirkulation,

L(k)= {ikC(k)—%kz}h(k)
n {(1 +é~ik>0(k)+%ik}¢(k)

M (k) =% ik C(k)Yh(k)

+ {%(1+%ik>€(k)—%ik +11(—3k2}¢(k)
Die Zeitveridnderliche in den fundamentalen
Gleichungen ist gleich *bU—t, wobei ¢ die wirkliche
Zeitverdnderliche ist. Die neue Verinderliche k
ist also gleich b—[(}); d.i. die reduzierte Frequenz
ist natiirlicherweise eingefiihrt worden.
Die Bewegungsgleichungen werden

—L(k)="%- (k% (14 % ga)— 3} b (k)

M(0)=-12" o 21+ %)~ 2) 6(R)

und unsere Gleichungen haben am Ende folgende
Form.

20k C(k)—k?
+p (k¥ (1+i%gn) — k%

2+ik)C(k)+ik

ikC (k) <1+%ik>C(k) —é—ik +%kz

ot AL+ #9) — )

]

Die Koeffizientendeterminante A(k) dieser Glei-
chung ist analytisch abgesehen von dem origi-
nalen Punkt und dem unendlich fernen Punkt.
Da A(k) einen hinkenden Charakter hat, daB sie
trotz ihres reellen Arguments komplexe Werte
besitzt, bleibt hier ihre mathematische Eigenschaft
noch unklar. Aber wir verstehen spiter, daB
A(k) nichts andres als die Beschrinkte einer
analytischen Funktion %(z) einer komplexen Vari-
ablen auf die imagindre Achse ist. Wenn analy-
tischer Charakter von (z) erkldrt wird, werden
der von A(k) und also mathematische Bedeutung
der Theodorsenschen Methode erschlossen.

Lassen wir untersuchen, wie es sich mit den
Nullstellen von A(k) verhalt.

(1) Wenn A(k) keine Nullstelle besitzt;

Da (42) homogen ist, verschwinden h(k) und
@(k) identisch als Funktionen von k. Also sind
A(f) und o(f) gleich Null als Distributionen. Aber
weil 2(f) und ¢(f), in Riicksicht auf ihre physika-
lische Bedeutung, stetige Quantitdten sind, so
miissen sie identisch gleich Null als gewdhnliche
Funktionen sein.

(2) Wenn A(k) Nullstellen besitzt:

Da C(k)=0(1) fiir grofe Werte von k ist, ist
es klar, daB3 & von genug groBen Absolutbetragen
nicht Nullstelle von A(k) sein kénnen. Also be-
finden die Nullstellen sich in einem beschriankten
Gebiet mit Ausnahme vom originalen Punkt.
Und zwar diese Nullstellen sind voneinander iso-
liert, weil A(k) in diesem Gebiet analytisch ist.

In genug kleinem Intervall jeder Nullstelle ¢
wird A(k) um ¢ Taylorsch entwickelt und man
kann schreiben A(k)=(k—c)A(c; k), wobei A(c; k)
eine regulidre Funktion von k in diesem Intervall
ist. Jedes Element der Unterdeterminantenmatrix
A(k) ist regulire Funktion von k in diesem
Interval.

Multipliziert man die beiden Seiten von (42)
mit 4(k),

(k—o)h(k) 0
Alc; k) [ }:{ } .
(k—c)p(k) 0
Wenn die Nullstelle ¢ einfach ist, verschwindet
A(c; k) nicht in diesem Intervall, und also
(k—-o)h(k)=0 }
(k—c)g(k)=0 .
Die beiden Distributionen A(k) und ¢(k) sind also
eine Multiplikation von d(k—c) mit beliebiger
Konstanten. Wendet man die Fouriersche Um-
kehrstransformation an, findet man leicht, daf
A(t) und ¢(f) von der Form {Konstante-eict} sind.
Aber da Ah(f) und o(f) selbstverstdndlich stetige
Quantitidten sind, haben sie die Form

A(t)=Konstante - gict
o(f)=Konstante- it

als gewohnliche Funktionen.

Nach der Funktionentheorie sind die Nullstellen
voneinander isoliert. Und wie schon erwihnt,
kann weder der unendlich ferne Punkt noch der
originale Punkt Nullstelle sein. Bei unserem Fall
gibt es also hochstens nur endliche Nullstellen,
und A(¢) und ¢(¢) sind lineare Kombinationen der
den Nullstellen entsprechenden rein periodischen
Schwingungen.

Es ist leider noch nicht festgestellt worden, ob
A(k) nur einfache Nullstellen hat. Auf den
pathologischen Fall, dal die A(k) konstituierenden
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Quantitdten miteinander in spizieller Beziehung
stehen, konnte A(k) mehrfache Nullstellen haben.
In diesem Fall gelten statt (43)

(k—cy» h(k)=0
(k—eyd(k)=0, }

und es ist auf diesen Fall zu beweisen, da8 h(k)
und ¢(k) lineare Kombinationen von &(k—c),
d'(k—c¢), ... und 5 (k—¢) sind. Zum SchluBl
sind also %(f) und ¢(¢) lineare Kombinationen von
giot fgiot ... n—gict und 1 gict,

Darum mufBl die Form der Losung (15) etwas
modifiziert werden, wenn die Gleichung A(k)=0
vielfache Wurzeln besitzt. Aber selbst diese
sozusagen pathologischen Losungen werden nach
der Gleichung A(k)=0 bestimmt. In diesem Sinn
kann man erkliaren, daB die Theodorsensche Lo-
sung die einzig mogliche Losung der fundamen-
talen Gleichungen ist, was bedeutet, dafl unsere
erste Aufgabe (1) bejahend geldst worden ist.

4. STABILITATSTHEORIE

(1) Fundamentale Gleichungen

Lassen wir hier beginnen, die Stabilititstheorie
zusammenzusetzen. Die Theodorsensche Theorie
bringt die Existenzbedingung einer Schwingung
von spezieller Form, rein periodische Schwingung.
Aber, logisch gesagt, sie bestimmt nie die Stabili-
tatsbedingung der Bewegung. Die Theodor-
sensche Feststellung der kritischen Windgesch-
windigkeit ist wie folgt auszudriicken:

U=Ur &= Eine rein periodische Schwingung

existiert.

Die Bedingung von Periodizitdt ist aber hier
gleichgiltig und nur die von Dauer der Schwin-
gung, d.i. sie weder dampft noch divergiert, ist
wesentlich wichtig, weil jene unvermeidlich aus
dieser folgt, wie wir schon gesehen haben.

Die sozusagen kritische Windgeschwindigkeit
ist also nichts mehr als die Windgeschwindigkeit,
die die rein periodische Schwingung erlaubt;
trotzdem heiflen wir sie die kritische Windgesch-
windigkeit, denn wir vermuten empirisch, daB
die Platte gefahrlich an der Geschwindigkeit von
iiber diesen Wert sei. Dieses ist aber gerade
nichts andres als die allgemeine Logik, die Stabi-
litdt von Schwingungen zu bestimmen. Niamlich
man hat folgenderweise zu formulieren:

(1) U ist in sicherem Gebiet, wenn jede Schwin-
gung, die von beliebiger kleiner Stdrung
erregt worden ist, ddmpft immer bei der
Windgeschwindigkeit U.

(2) U ist in gefdhrlichem Gebiet, wenn irgend

mindestens eine kleine Stérung kann die
Schwingung bei der Windgeschwindigkeit U
allmahlich divergieren lassen.

(3) Der Grenzwert der beiden Gebiete wird die
kritische Windgeschwindigkeit genannt.
Lassen wir diese Idee genauer feststellen, um

Anhalt fiir die Stabilitdtstheorie zu gewinnen.

Zur Erreichung dieses Zwecks geben wir der
Platte kleine Stérung an irgendeinem beliebigen
Zeitpunkt, und beobachten seine folgend entste-
hende Bewegung. Wihlt man diesen Zeitpunkt
zu ¢ gleich Null, so schwingt die Platte, die
wahrend negatives ¢ stillstehend war, seit # gleich
Null. Der Fall, daB die Platte an ¢ gleich Null
schon in Bewegung ist, wird nachher gepriift,
und man sieht dabei, daB es keinen EinfluB auf
unseren SchluB ausiibt, wie der Anfangszeitpunkt
gewdhlt wird.

Auf dieselbe Weise wie der letzte Abschnitt
erreicht man ein neues System der fundamentalen
Gleichungen:

b (1Tt 1 . -1
b 7+1 _ ) <_ 77__>
I+ USI <\/n_1 1 (t—b dy

U
=2zb (Dh(t)+ Up(D)} +abio(t) oo (45)
%%) =I(}) +—I’U—F'(t)
_ [bjzz Si+(UL/b)(77— «/ﬁ)f<t—b’7—zjl—>d1]
B X0 (46)
]:}[—(%-7)-: —%f(t)
—%ST(WM@— Vi 1)1'"<t—b37—z,i> dy
e 3
y f(t—-b ”—Zf—) dn + =b (Bh(0)+ Up(2))
s Tl LLLCRR e OR ) STy

Stellt man sie mit dimensionloser Form dar,

IO+ AT -9 ds=H @)+ 5 ¢/

L(t)=r(t)+r/(t)—S:fz@mt_s) ds
1 /” .L ’ .
+Eh )+ PY4 ®» e (49)

MO=-50- | A9 ds



Eine Erweiterung der Theorie klassischer Flatternschwingungen 143

——;«S: Fis) [ (t—s) ds-+ &hﬂ(m%h/(n}

g Or Oty e] e (50)

Nun ist die Beziehung zwischen der Theorie
klassischer Flatternschwingungen und der Stabili-
tatstheorie klar gemacht worden; ndmlich nur
die Integralgrenzen der beiden Systeme sind
voneinander verschieden, was folgenderweise zu
erkldren ist: Der Ubergang von der Flattern-
theorie zur Stabilitdtstheorie entspricht dem vom
bestimmten Integral zum unbestimmten Integral.

Wenn die Schwingung schon begonnen hat, als
die kleine Stérung gegeben wird, so gibt es schon
eine Wirbelreihe, Anfangswirbelreihe, hinter dem
schwingenden Koérper, und die abgednderte Form
der fundamentalen Gleichungen ist

F(t)+ S:fl(S)P/(t—S) ds= -+ +Ci(t)

L(t)y= --- +Cu())
M(t)= -+ +Ci(2)

Die punktierten Linien zeigen die Glieder der
urspriinglichen Gleichungen (48), (49) und (50),
und

Cld=5i7\ AOnt—s)ds

Cz(t)—ﬁg FuS) 1 (E—s) ds

=5, FOTilt—9)ds

2zU

t ), A= ds,

wobei y; Dichte der Anfangswirbelreihe ist. Sie
sind von den unbekannten %(f), ¢(f) und I'(f) un-
abhingige, festgesetzte Funktionen von #.

(2) Lésungen der Stabilitdtstherie

Die unbekannten Funktionen der fundamentalen
Gleichungen kénnen mit Hilfe der Laplaceschen
Transformation abgetrennt werden. Schreibt man
ihre Laplacesch Transformierten fett, eliminiert
man die transformierte Zirkulation und driickt
man die Laplace-transformierten von fr (r=1, 2,
3) mit den konfluent hypergeometrischen Funk-
tionen aus,

L(p)= {p@(p)n%pz} k(p)
+ {(1 +%p>(§(p)+—;-p}¢(1>)+DL(p)

M (p)=%p@(p)h(p)

+{ (1+—p>@(p) 4p—16p}¢(p)+DM(p)

Dmo):% (1—6(p)) Ty

1 1 7l 3
+ {"E—FF-I—TQ(E, 3; 2P>}F1

— {6y + B~ (60)+ D)

Du(p) = [i{l*@(p)} —%{p& <% 3; 2p>
+(p+2)Gl<—;a, 2; 2p>HFo—%(§(p)ho-%h1
[5l-5elz )
+<1+3>Gl<%, 2 2p>}

1011
<7+?+ P’ ﬂnw

Die Zeichen Mg, ki, @o u.s.w. driicken Anfangs-
werte aus, z.B. ho=n1(0), l=1'(0), po=0(0), u.s.w.

Die komplexe Verdnderliche p muflte positiven
reellen Teil haben, damit die drei Integraltrans-
formierten convergierten. (52) gilt aber nicht
nur auf dieser Halbebene sondern auch auf der
ganzen Komplexebene, was man folgenderweise
erkliren kann: Die Darstellung (52) ist die ana-
lytische Fortsetzung der Ausdriicke der Stabili-
tdtstheorie.

Nach den Bewegungsgleichungen sind

1 1 1
;L—{@(p)— n }soo—-l—Gsm

—L(p) =4 2+ nd(L-+ % 0n)) (@)~ (pho- )

ur? .
M(p)=-"—{p*+ kg2(1+1%g,4)) (D)

72
— - werten)

Die fundamentalen Gleichungen haben schlieBlich
folgende Form.

a(p) 71 h(p) Dn(p)
[[FOT[ 2] ....con
an(p) - L $(p) Dy(p)

a11(2) =226(2)+ 2+ p {22+ ken2(1+4%gn)}
a13(2) =(2+2)8(2)+ 2
as(2)=2z6(2)

[ a(p)
an(p)

1 1 1
= = O |
as(z) <1+ 5 z>(§(z) 52 g2

—ur? {2+ k421 +i%g,))



144 H. HIGASHIHARA

Dn(2)=—2Dr(z)— plzho+ h1) }
Dy(2)=—2Du(2)— pri(zps+¢1)

Dyn und Dy sind fiir eine Darstellung der Anfangs-
stérung zu halten.
Lost man (53) nach A(p) und &(p) auf,

a2(p) Dr(p)— ars(p) Dy(p)

h(p)= Wp)
_an(p) Dy(p)—an(p) Du(p)
#(p)= Ap)
...... (56)
A(z) =au(2)an(z)—ax(z)an(z) - (57)

Obwohl die zwei Laplacesch Transformierten A(p)
und ¢(p) eigentlich nur auf der rechten Halfte
der Komplexebene definiert werden, werden diese
Ausdriicke iiber die ganze Ebene wohl definiert.
Nach der Laplaceschen Umkehrsformel sind

h(t):igo azz(p)Dn(p%[zpa)m(p)D@'(p) ert dp
@(t):_zi_ig ] an(p)Dlﬁ(pQ)I(*pa;m(p)Dn(p) et dp
...... (58)

Der Integrationsweg C ist eine gerade, mit der
imagindren Achse parallele Linie, und alle Null-
stellen von A(p) befinden sich auf der linken
Seite von C. Das ist moglich, weil die Nullstellen
sich in einem beschrinkten Gebiet befinden, weil
A(p)=0O(p*) in der Ndhe des unendlich fernen
Punktes. (Wenn %U(p) an der reellen Achse nicht
stetig wire, koénnte man nicht solch einen Weg
beliebig wahlen. 9(p) ist nicht analytisch an der
reellen Achse wegen der Singularitit der Damp-
fungskraft, trotzdem haben wir schon ihre Stetig-
keit bestdtigt in betreff des Ausdrucks (39).)

C

C2 Ci

.

-
.
0

.

Cs Ca
[¢]

Bild 3 Integrationsweg.

Wegen der Eigenschaft der Integranden, in der
Nihe des unendlich fernen Punktes genug schnell
klein zu werden, kann man eine genug groBe
geschlossene Linie, die alle Nullstellen von %(p)
einschlieBt, als den Integrationsweg statt der -
geraden Linie aufnehmen. Némlich der Zahler
der Integranden ist in drittem Grad von z und
der Nenner ist in viertem Grad in der Nidhe des
unendlichen Punktes, und die Integrale iiber C1Cq,
C3C; und CsCi verschwinden, wenn Cj, Cg, C3 und
Cs genug fern sind.

Also

h(t):~;;; fl”(p)le(p;I(”}:z)m(p)Dsﬁ(p) ot dp

o= all(p)Dsi(pQ)X(—pt;zl(p)Dn(p) ot dp
...... (59)

Lassen wir die Gleichung (z)=0 wieder auch
die Flatterngleichung nennen und ihre Wurzeln
mit p, (v=0,1,2, -+, #) ausdriicken. Vorausge-
setzt, dal die Nullstellen von 9(z) alle einfach
sind, so sind nach dem allgemeinen Satz der
Funktionentheorie

0 :2 a2(p,) Dn@g@ﬁz(mwgﬁ(po o
o t):vzi an(pu)D¢(p9})/(;t:)21(py)Dh(p,) oot
, _[d A(2)
wo)=[ 0]
...... (60)

Wenn jede Nullstelle negativen reellen Teil
besitzt, so ist (60) eine sogenannte gediampfte
Schwingung und also stabil. Aber wenn es minde-
stens eine Nullstelle gibt, deren reeller Teil posi-
tiv ist, so steigt das ihr entsprechende Element
er,t mit der Zeit exponential an, und also die
Schwingung ist instabil. Diese Bestimmung von
Stabilitdt der Schwingung wird nur von A(z), d.i.
von der dynamischen Eigenschaft des Phinomens,
besonders von der Windgeschwindigkeit U herbei-
gefiihrt und ist von den Anfangsstorungen D,
und D¢ unabhingig.

Nimmt man an, daB der Nullpunkt po sich am
rechtesten auf der Komplexebene befindet, nidm-
lich daBl sein reeller Teil maximal ist, so sind
anndhrungsweise

_ an(pe) Dr(po)—a12(po) Ds(po) Dot \
W)= %(p) € '
_ an(p) De(p)—an(p) Dalpe) ,, |
Sﬂ(t) = A (po) ko )
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Die Schwingung ist also stabil bzw. instabil, je
nachdem der reelle Teil von p¢ negativ bzw. posi-
tiv ist, und die Schwingung ist also in kritischem
Zustand, wenn pg sich auf der imagindren Achse
befindet. In der Tat bewegt p¢ sich stetigerweise
nach der Anderung der Windgeschwindigkeit und
kreuzt die imagindre Achse an speziellem Wert
von U.

Diese Kennzeichnung der kritischen Schwin-
gung entspricht dem Ergebnis der Flatterntheorie,
wie wir erwarteten. Das ist folgenderweise leicht
zu erkldren: Auf diesen Fall ist p; gleich ¢k,
das nach der Flatterngleichung %(?k)=0 ent-
scheidet wird. Aber nach (42) und (53) kann man
leicht sehen, daB die Unterdeterminantenmatrix
an(ik)  awn(ik)

an(ik)  awu(ik)
A(k)=(@k). Niamlich die kritische Zahl &k der
Stabilitdtstheorie auch der Wurzel von A(k)=0
ist. Diese Beziehung zwischen den beiden Theo-
rien ist folgenderweise zu erkldren: Die Stabili-
titstheorie ist eine Erweiterung der Flattern-
theorie; diese fingt nur eine spezielle, eine Art
neutrale Losung von jener.

Wenn po eine mehrfache z.B. m-fache Nullstelle
ist, so wird epet von (61) nach dem Theorem von
Residuum durch #nlepy? ersetzt. Obwohl es
schwierig ist, die Existenzbedingung solcher mehr-
facher Nullstellen theoretisch zu bestimmen, kann
man numerisch leicht sehen, ob die Ableitungen
von 9(z) gleich Null sind. Der mehrfache Wurzel
steht also praktisch auBer Frage.

Wenn es irgendeine Anfangswirbelreihe schon
an $=0 gibt, gilt (51) statt (48), (49) und (50).
Auf diesen Fall verdndern sich nur Dr(p) und
Du(p) von (52), weil die Beifligungsglieder Ci(?),
Cy(f) und Ci(f) von den unbekannten Quantitéten
unabhingig sind, und die Form der Flatternglei-
chung %(z) bleibt also unverdnderlich. Die Lage
der Nullstellen steht nicht unter dem Einflu von
Existenz solcher Anfangswirbelreihe.

von (42) gleich { jl ist und also

(3) Numerisches Beispiel

Wir nehmen hier ein folgendes Beispiel auf,
um die Resultat dieses Studiums numerisch zu
priifen:

b=0.40m, p=133.5, #2=0.668,
0r,=8.197 radfs, ws=9.448rad/s (A)
oder ws=16.69 rad/s (B).

Diese GroBen entsprechen einem wirklichen
Modell.
Da die Flatterngleichung die Form f(U, ¢, po)

=0 hat, bestimmt sie eine Beziehung unter vier

reellen GroBen, die Windgeschwindigkeit U, die
Strukturdimpfungskonstante ¢, die Wachstums-
rate ¢ und die Kreisfrequenz w der Schwingung,
was folgenderweise symbolisch geschrieben werden
kann;

W) =ho- e U0+t cos {o(U, ¢)-t-+dn)
o(f)=po+e2V9¢ cos {a(U, 9)-t+5,)

g \/
05497

02i94
ol /\ .
\/ 01087
\ﬁo\
-0.1097
X N 50q\/s
\\j ~0.2194

Bild 4-A (U, g)-Darstellung der Stabilitits-
theorie.

00

U

02

0.5497

Q.1 \/
M
0.1097 u
.00

00 \/ 50/ 7%
0.
—_—

~0.5497

Bild 4-B (U, g)-Darstellung der Stabilitits-
theorie.
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Es gidbe also viel Moglichkeit, die Beziehung
darzustellen.

w(rad/s)
wg=9448

1

-05 05

olsec™)
Bild 5-A (o, w)-Darstellung der Stabilitdts-
theorie.
wlrad/s)
we=16.69

/ 16

15 -o.10

14 \-005

[oZe]o]

13
k

T
N

10

025

9
”_—’_//

w,=8197

I I 1 il 1 1 i1 “ i 1 L L 1 i
-05 00 05

a
(sec™!)

Bild 5-B (o, @)-Darstellung der Stabilitéts-
theorie.

Erstens lassen wir das berechnete Resultat nach
der Flatterntheorie ausdriicken. Es wird auf den
Bildern 4-A und 4-B gezeigt. Sie werden (U, g)-
Darstellung geheiBt, weil ihre Querachse die
Windgeschwindigkeit und ihre Lingenachse die
Strukturdampfungskonstante sind. Gezeichneter
Parameter ist die logarithmische Abnahme der
unter dem dem Punkt (U, g) entsprechenden Um-
stand existierenden Schwingung. Die Linie vom
Parameter gleich Null entspricht dem Ergebnis
der Flatterntheorie.

Zweitens lassen wir das Resultat, die Struktur-
dampfungskonstante als den Parameter der Linien
aufnehmend, gegen ¢ und » darstellen.

Wir lassen andere Beispiele, z.B. Darstellung
gegen U und o, aus. Jedenfalls kann die Bezie-
hung unter kleinen Verdnderungen der Quanti-
titen genug genau gepriift werden dank der
analytischen Form der Flatterngleichung.
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