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EINIGIE BEMERKUNGEN ZUM UNELASTISCHEN KNICKEN

Ehigeru Kuraniski*

SYNOPSIS

[He Enickenlast vom planmilig mittig gedrickten Stab wird ermittelt in-
dem der  Tangential-Modul™ anstatt des |, Youngeche-Modul® in die Eulers Formel
eingesetzt wird. IMe kritische Last fiithrt einen Verzweigungspunkt ond gibt zo
dem der kleinst Wert an, wie Shanley angegeben. In der Arbeit wird es gezeigt
dafl das Verfahren auf den Stab mit beliebigem Querschnitt und belichiger Lage-
rung angewandet wird, Die Abhlingigkeit und deren Einfluase auf die Biegestelig-
keiterhohung sind dargelegen wirden.

I. EINFUHRUNG

Es sind bereits sehr viele Stabilititeuntersuchung en auf dem Gebiet des plan.
miiBig mittig dedrickton Stabes im plastischen Bereich gemacht worden. Schon
im Jahre 1889, ist der Einfluf des abnehmenden Elastititsmoduls oberhalb der
Proportionalitdtagrenze Engesser’ untersucht worden. Er ersetzte die Youngschen
Konstante E in der Eulerschen Formel durch den tangentialen Elastititsmodul
Ei. Im Jahre 1895, machie er einen verbesserten Vorschlag, indem er die Span-
nungsumkehr an der Konvexseite des geknickten Stabes bergcksichtigte, er ant-
wortete damit der Auffassung von Jasinski. Etwas spliter, im Jahre 1910, wurde
ein Rechenvorschlag xu dicsem Problem von v, Kérm#n®™ gemacht. Im Jahre
1946, erklirte Shanley® bezuglich dez Stabes mit | Sandwich-Querschnitt®, daf
die Knicklast nach der Engesserschen Tangentialmodul-Theorie die minimale
Yersweigungslast ergibt. Die kritische Last nach der Tangential-modul-Theorie
ist der minimale Verzweigungspunkt des Gleichgewichtszustandes, ohne Ricksicht
daraufl ob der (Ubergang zum gebogenen Fustand eine Steigerung der Drucklraft
verlangt oder nicht, Im Jahre 1950, diskurrierte Pearson® das Stahilitétsproblem
des Michtkonservativayetems und die Avsblegung des Stabes mit belichigem Quer-
schnitt iber die Knicklast nach der Tangentialmodul-Theorie, indem er die zah-
lenmiiBigen Methoden zugleich benutzte, Im Jahre 1951, bestiitiglen Duberg® und
Wilder durch eingehende Forschungen die Shanleys Ergebnisse zum Stab mit
poandwich-Querschoit” und dessen Lehre bezuglich des mit Federn gestitzten
Modellstabes. Vor kurzem machie Jonston® weitere zahlenmiBige Angaben Ober
das Verhiiltnis zwischen Spannung-und Biegung nach (Therschreitung des Verz
weigungapunktes. Er berechnete unter Verwendung der elektronischen Rechen-
maschene den aufeinaderfolgenden Spannungswechsel, die Spannungsumbkehr (En-
tlastung} und den Einfluss des sich Sndernden Elastititsmodulws. Dadorch ist es
ihm gelungen, die Charakteristik von den Machknickzustinden aufzuzelgen,

In der vorllegenden Arbeit wird Shanleys Begriff vom anderen Gesichtpunkten
betrachtet. Es wird das eigenartige Verhalten vor dem Enicken im plastischen
Gebiet dargelegt,

* Member, Dr. of Engg., Assistant I'rofessor, Tohoke University.




14 Kuranishi

II. KNICKEN NACH DER TANGENTILMODUL-THEORIE

Nimmt man an, daB ein planmiBig mittig belasteter Druckstab mit einem
einachsigsymmetrischen Querschnitt bis zur kritischen Last gedriickt wird und
in diesem Zustand, sich bei geringfiigiger Laststeigerung ausgebogene Gleichge-
wichtslage einstellt, so werden die Druckspannungen an der Konkavseite nach

dem Superpositionsprinzip zunehmen

T / und die Zugspannungen an der Kon-
Z~ vexseite abnehmen. Es wird hierbei

A die Hypothese vom Ebenbleiben des

lapg=te Querschnitts vorausgesetzt. Aus Abb.

1 (a) und (b) konnen die verwendeten
Bezeichungen fir Stab und Quersch-

nitt entnommen werden. Mit der Ver-

groferung der planmidBig mittigen
I Druckkraft verkiirzt sich gerade blei-
Ki‘ »- ¢ bend der Stab und die Spannung er-
21 & reicht den Punkt N (nach Abb. 1 (b)).
In dem Augenblick, der Stab auszuk-
/ nicken beginnt, veridndert sich die
& Spannung im Querschitt um o1=Fe
/ an der Konkaveseite und um o:=FEe;

an der Konvexweite (nach Abb. 1 (b)).
Wenn der Kriimmungsradius der Sta-
bachse p ist und das Ebenbleiben des
Querschnitts vorausgesetzt wird, so
z ergibt sich fiir die Dehnung:

~ lp=—ejza=—e)/zs. (1

Das Kraftegleichgewicht in x-Richtung
liefert

T~
Ty

P+ apP

O¢

ey

>
Ex

hy Ty
S (fldA—“S o:dA=4P (2)
0

1]

_{( _i%_ und fiir das Momentengleichgewicht
y \ G/ ergibt sich
1P~AP hy et
k.
[

t h
S ’ mgdi—l—S ' ovgnd A=(Pu+4P)y ,

L]
Abb. 1 (3)

wobei y die Ausbiebung der Schwerpunktachsen nach dem Knicken darstellt.
Das Verhiltnis zwischen dem Kriimmungsradius der Stabachse und der Spannung
ist dann nach Gleichung (1)

lp=—01/z2iEi=—am/z:E . (4)
Nach Gleichung (2) liefert es
—(tZn— L™ Elp=AP
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ny hy
und Zm=g 2dA, Zz”:S 2dA, (5)
[] 0

oder —EN/[p=4P.
Fiir den Vergleich der Momente nach Gleichung (3) ergibt sich
EK/p+(Pe+4P)y=0 (6)

woring h, der Abstand zwischen dem Schwerpunkt und der entferntesten ge-
driickten Faser ist, und

K=I—(h—h,)N,

Ip=th»4+- ", t=FE/E, )

oY hy .
und Ix"=S z1}dA, Iz"=g z!dA sind.
0 0
Wenn die Ausbiegung y sehr klein ist, wird die Wert 4P auch sehr klein.

Vernachlidssigt man das Glied von hoherer als erster Kleinheitsordnung, erhalt
man aus Gleichung (6) den Verzweigungspunkt:

EKz*
Tt (8)

Py=

Nun untersuchen wir eingehend die Werte K und N in Gleichung (6). Der Wert
K ist abhiingig von der Lage der neutralen Achsen (die Nullinie). Er wird fol-
gendermafen ermittelt:
ny Ry m Ry
K=tg zIZdA+S zzsz-—-(hr—hg)(tS zldA—S zwlA) (%)
0 0 0 0
Alax—A202=A(h1—hg) ’

h 3
a1 =ig ! Z1dA N az=ig 222dA s
0

Ao A (9b)

1 hy hy
und (hl—hg)—_-Z(S zdi—S szA>.
0 [

Wird Gleichung (9b) in Gleichung (9a) eingesetzt und umgeformt, so erhalt man

h 0 h 0
K:;{g : zlsz—S zlsz—(hl—hag : Z1dA+(h1—hg)S zldA}
—hy —hy hy ~ay

+ {S:z 2 dA+(in—hy) S? zsz} . 9c)

Und beriicksichtigt nach die folgenden Beziehungen,

Lo

k.
t{g : 212dA-—(h1-—hg)S zldA} —H{IP—(hi— oY Ay=t]",
=k 9

0 7y hy
S 2ldA= —S zlsz=S 2tdA
—ny 0

0
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0 ~hy hy
S zmlA:—-S z]dA=—S 2dA
—ha 0 0
so ergibt sich
h2 hZ
K=m+<1—t>{g zﬁdA«l—(hl—h,,)g zmA}
0 0
=tI9+ A —H{ L+ Asas®+(hi— ho)(— Azas)}

1AZ

=tI94-(1—1%) {IH—AA (a1d2+022)} , (9d)

worin I¢ das Trigheitsmoment um der Achse ¢’-¢’ und I* das Trigheitsmoment
um Achse »n'-n’ (nach Abb. 2) bezeichnet. Weil Gleichung (9d) nur die positiven
Glieder enthilt, kann K nur dann der minimale

" g Wert werden, wenn g: Null ist. Das bedeutet

daB kein auf Zug beanspruchter Teil der Quer-
A, R A, schnittsfliche vorliegt und demnach Gleichung
(8) der minimale Ky=E.I’ die minimale kritische
G| G Drucklast ergibt. Es erbit sich dann als krit.
Last
1, o
N Pe=T i";‘l : (10)
Q. hy
hy e In die Eulerformel den oben beschrieben Tangen-
g tialmodul statt des Elastizititsmodulus eingesetzt,
Abb. 2 ergibt diese auch schon von Engesser und Shan-

ley angegebene Formel.
Fiir die Last nach der Tangential-Theorie ergibt sich unter Verwendung von
Gleichung (6):

KN K \N
Nex—tAh 2 1 Nyk—tAh 2 1
N K N K
ti tl
Kk Kk
rechteckig Sandwich-
Quer schnitt Querschnitt
Lage der neutralenAchse Lage der netralen Achse
o h
[ bh
12

Abb. 3 Verhiltnis zwischen K, N und der Lage der neutralen Achse.
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—H.I?p=Py,

so dieser Ausdruck gibt auch fiir die anderen Eulerfille.

Hier zeigen wir die Verhiltnisse zwischen die Werte K und auch N und den
Lage der neutralen Achse bei den rechteckigen Querschnitt und den Sandwich-
Querschnitt in der Abb. 3. Wenn die Last P den Verzweigungspunkt P iiber-
schreitet, so wird eine Ausbiegung des Stabes beginnen. Doch soll der ausgebo-
genen Stab die hohere Last tragen. Jetzt )
sei der ausgebogenen Zustand iiber dem lp’ oP
Verzweigungspunkt qualitativ beobachtet
(Abb. 4). Wenn das Gleichgewicht der \ oA
Schnittkraft ohne Entlastung bestehen
bleibt, kann das Widerstandsmoment den !
Anteil des Moments aus 4P nicht tragen, aP Etlyg
wie in Abb. 4 gezeigt wird. Denn Py ist Py
im Gleichgewicht mit E;Ig/p, wenn y im T P+ P Kein Glaichgewict von dem
linearen Verhiltnis mit 1/p steht. Moment Py steht,

Im ausgebogenen Zustand tritt ein En-
tlastungsanteil im Querschnitt auf, der
das Widerstandsmoment vergroBert. Uber

= UIEIIIJIEI.*.VA

dem Verzweigungspunkt kann der Stab — (T 1
das Gleichgewicht im ausgebogenen Zus- I * i *IP
tand mit zunehmender Biegesteifigkeit ap Py aPy
halten. Nehmen wir an daf die Biegestei- Gleichgewicht steht
figkeit des Stabes um E4K grofier als der T P+aP
minimale Werte EK; anwachst. In diesen
Zustand, steht das Gleichgewicht des Mo- Abb. 4 Verhiltnis zwischen der Last
ments zwischen 4K und 4P, so erhalten wir und dem Widerstandskrifte.
d*y
—A4Py= EAKd . 11

2
nyz setzen. Aus Gleichung (5) erhalten wir den Verhiltnis zwis-
chen 4K und die Ausbiegung des Stabes, dann ist

worin wir 1/p=

N]cy=AK 5 (12)

worin N in bezug auf die Neutralachselage, die dem Wert K den minimalen K
gibt, als N; bezeichnet wird. Einsezt man diese Gleichung in Gleichung (6), so
erhalten wir

dZ
) S+ Ry=0 (13)

worin ”—]Ig , k= EI; und P=Ps+4P sind. Offenbar gibt y=0 Eulersche Auf-
k

gabe, so erhalten wir, in diesem Fall, leicht die Losung:
y=Asinkx, (14)

darin A eine beliebige Konstante und k°=E% ist. Wenn Gleichung (13) eine
ic
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nur wenig verdnderte Losung des Eulersche Ergebnisses lieferen wiirde und y
und auch %* in Form einer Potenzreihe von p entwickelt werden konnten, so
konnte man schreiben:

y=yotpyiteyst---, 15)
=kt plr+plls -, (16)
Darin wird jede Funktion ys, ¥1, ¥s, - - - die Randbedingungen an den Enden erfiil-

len und in bezug auf die durch die mitte der Stablinge gehende Achse sym-
metrisch sein. Einsetzt man Gleichung (15) und (16) in Gleichung (13) und setzt
man die Summe die beiden gleich hochen Potenzen von g stehen, gleich Null, so
erhalten wir

Yo+ koy=0 (17a)
Y +koy=—yoy’’ — k1Yo (17b)
Y Fhoyr=—yoyi — 1y’ — kayo— ki (17¢)

....................................

....................................

Aus Gleichung (17a), leicht erhalten wir die Losung:
Yyo=A sin kox (18)

worin auch A eine beliegige Konstante ist. Durch Einsetzen von Gleichung (18)
in Gleichung (17b), erhalten wir die zweite Differentialgleichung:

1 4 koy1= Atke? sin? kyx— Ak sin kox 19)

Darin wird sin® kx in eine Fouriersche Reihe entwickelt. Es gibt sich

o

sint by =73 Cu sin nkox ,
n=1

n=1,3,5,--

-
T3z’ 152 105z 7 m \nni-—4)

(20)

Cln

Um die symmetrische Losung der Gleichung (19) zu erhalten, miissen wir den
Koeffizient des Gliedes sin 1 kox gleich Null setzen, so erhalten wir

k1=§8;kozA @1)

= Cinsin nkyx

— Al
und y1=4 Eg T | (22)
Auf gleich Weise, erhalten wir des dritte Glied in Gleichung (16):
ks '——:MkozA2 . (23)

T
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Hier koénnen wir auch finden, da3 der Wert y: dritte Kleinheitsordnung in A ist
und in einer schnell konvergenten Fouriersche Reihe entwickelt geschrieben wird.
Hierbei hat der Wert 1/u die GroBenordnung in bezug auf das MafB3 des Quersch-
nitts. Nehmen wir hier an, daB die Ausbiegung des Stabes, vergleichen mit dem
GroBle des Querschnitts, sehr klein ist. In unserem Fall, sind die ersten zwei
Glender von Gleichung (16) genug um die Ndhe des Verzweigungspunkt zu dis-
kurrieren und erhalten wir dann angeniherte Losung fur Gleichung (13). Daher
ermitteln wir den Werte £?%:

8
22 L 2 —_—
=k (1—{— 3 ,aA) . (24)
Hieraus erhalten wir die Last P:

8
P—-P;c<1+ 3 pA) , (25a)

EKir® T\ 8
oder P= P < l> 37 EN:A . (25h)

Diese Formel zeigt, daB oberhalb des Verzweigungs- p
punktes der Stab die hohere Last noch ausbiegend tragen.
(Abb. 5) Die Biegelinie zum Verzweigungspunkt ist in- P/
folge der entlang dem Stab etwa gleich verteilten Biege- , .
steifigkeit sehr dhnlich derjenlger von der Sinusform. p L? \.
Zwischen dem Verzweigungspunkt und der maximalen tar (T e
Tragfihigkeit steigert sich die Biegesteifigkeit in der Stab-
mitte stdrker als an den Stabenden, da die Ausbiegung
der Stabachse zu den Stabenden gréfer wird als die sinus-
formig Ausbiegung. Die Upterschied ist abhédngig von der

4

Last nach Knick-Modul

max.La st

Ausbiegung A selbst, wie Gleichung (22) zeigt. -
Abb. 5 Verhiltnis zwis-

III. ZUSAMMENFASSUNG chen der Last

und der Ausbie-

In der vorliegenden Arbeit wird das Problem des
Nachbarbereichs um dem Verzweigungspunkt behandelt
und nicht das der maximalen Tragfdhigkeit. Zu diesem Problem liefert Jonstons
Rechnung weiter Ergebnisse. Nach seinem Ergebniss ergibt sich, daB bei einer
kleine Ausbiebung (etwa 1/3000 an 2=1/100, und 1/1500 an 1=1/35) des Stabes
(aus Aluminiumlegierung) die maximale Tragfiahigkeit mit dem sich vermindernden
E erreicht wird. Unter Beriicksichtigung diese Erkenntnis die normale An-
fangsausbiegung des Stabes die oben erwidhnte kleine Ausbiegung beinhalten.
Zudem liefert die Tangentialmodul-Theorie sicher eine kritische Last, jedoch zeigt
sich, in der Regal, daB die nach experimentalen Verfahre ermittelte Tragfdhig-
keit die maximale Last und keine Verzweigungslast ist. Daraus das experimen-
tale Ergebnis filhrt also manchmal zu ungeniigende Bestitigung der Tangential-
modul-Theorie. Wenn die Verschiebung der Neutralachse nicht entstehe, oder
der Stab geradformig bleibe wiirde die Knickenlast, unter Verwendung des
Knickmodul wie v. Kérmidn angegeben, die maximalen Tragfihigkeit liefern.
Aber, in der Tat, infolge der Ausblegung und der gleichzeitig eintretenden Span-

gung.
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nungsumkehr wird die wirklich Tragfihigkeit niedriger liegen. Diese Effekt ist
fiir den Vollquerschnitt gréBer als fiir den Sandwich-Quershnitt. Die Trafidhig-
keit vom Druckstab, die anhand der geringen auBermittigen Belastung, wie
Jezek™ gemacht, der anfinglichen Ausbiegung und unter Annahme des stetigen
Spannungsanwachses gerechnet wird, wird einen etwas hoheren Wert als den
Wert unter Beriicksichtigung der Spannungsumkehr ergeben. Besonderen EinfluB
hat die Spannungsumkehr auf die Tragfdhigkeit von Stdben aus Aluminium-
legierungen und gekriimmter Spannung-Dehnungslinie, und aus Stahle mit Eigen-
spannungen.

In der vorliegenden Arbeit wurde eine Erklirung iiber das Plastischeknickens-
problem des mittig belasteten Stabes abgegeben. Die Zunahme der Last iber
dem Verzweigungspunkt entsteht aus die von der Entlastung gebrachten Zunahme
der Biegefestigkeit und an derjenige Verzweigungspunkt zeigt sich der Stab die
mogliche und minimale Biegefestigkeit. Der Shanley Begriff gilt fiir Stdbe mit
beliebigem einachsigsymmetrischem Profil und verschieder Stiitzung.

Es ist denkbar, daB3 der hier dargestelte Begriff von der zunehmenden Bieges-
teifigkeit auch auf das Ausbeulensproblem der Platte anwendbar ist.
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