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Die Theorie II. Ordnung von krummen Stiben
und ihre Anwendung auf das Kipp-Problem

des Bogentriagers*

Uberblick

Hauptzweck dieser Mitteilung ist es, die Grund-
gleichungen von rdumlichen Problemen krummer
Stibe aufzustellen, um die Gleichungen zur prakti-
schen Anwendung, z. B. Kipp- oder Knickproblem
gekriimmter Stibe, zu bringen. Geometrische Form-
dnderungsgrofen sind durch Vektorrechnung in bezug
auf Querschnittshauptachsen erhalten, welche spiter
in die allgemeinen Gleichgewichtsbedingungen, die
erst von Kirchhoff und Clebsch aufgestellt worden
sind, eingetragen sind. Die fiir allgemeinen Fall
geltenden Ergebnisse lassen sich auf den Sonderfall
vom Stabe mit der in einer Ebene gekriimmten Stab-
achse zur Anwendung bringen. Als ein Berechnungs-
beispiel ist das Kipp-Problem des kreisférmigen
Bogentrigers mit gleichférmig verteilter Belastung

behandelt.

1. Vorwort

In dieser Mitteilung sind der Kraftverlauf und die
Forminderungen von rdumlich zweifach gekriimmten
Stiben nach der Theorie . Ordnung (2), worin
der EinfluB der Verformung der Stabachse auf die
Gleichgewichtsbedingungen beriicksichtigt ist und
Uberlagerungsgesetz verzichtet wird, analysiert. Die
baustatische Theorie II. Ordnung oder ““Verformungs-
theorie’” von krummen Stiben ist selbstverstindlich
den Losungen mancher Probleme unerldBlich, z. B.
Knick-, Kipp- oder Tragfahigkeitsproblem des Bogen-
trigers, doch im allgemeinen sind Schwierigkeiten
zum Losen der davon hervorkommenden Grundglei-
chungen unvermeidlich, so daf manche wichtigen
Probleme heute noch ungelsst bleiben.

Der Verfasser schreibt hier von griindlichem Stand-
punkt aus die ForménderungsgroBen der beliebig
krummen Stibe vor, um die in allgemeinste so-
genannte Kirchhoff-Clebschsche Gleichgewichtsbedin-
gungen (3) einzutragen, welche die zweckmiBigen
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Grundgleichungen des jetzigen Problems hervor-
bringen. Zwar die wichtigste Rolle in Theorie 1.
Ordnung spielen diese Gleichgewichtsbedingungen,
in welchen der Einfluf der Deformation streng bertick-
sichtigt wird, allein zur Anwendung auf praktische
Baustibe, die man nicht mehr als lineare Bauele-
mente annehmen kann, ist etwas Modifikation gendtigt,
was spiter in der Hauptrede erwihnt wird.

Die Probleme hinsichtlich der Knickung und Kip-
pung der Bogentriger sind die typische im Anwen-
dungsgebiete der Theorie II. Ordnung; doch gar
manches solcher wichtigen Probleme bleibt noch
ungel8st. Die in dieser Mitteilung eingefiihrten Grund-
gleichungen werden uns einen Grund legen, um die
noch weiteren Erkenntnissen von krummen Stiben
zu entwickeln.

Hier seien einige vergangenen Forschungsarbeiten
von krummen Stiben angefiihrt. Heute ist es all-
bekannt, daB es zahlreiche Arbeiten hinsichtlich der
Knickung des Bogentrigers innerhalb der Kriim-
mungsebene gibt (4), und hier darf einzelne Anfith-
rung dariiber verzichtet seien, wihrend man nur we-
nige Arbeiten iiber die Kippung des Bogentrigers aus-
findig machen kann. S. Timoshenko (5) behandelte
zuerst den einfachsten Fall, welcher doch heute fiir
praktische Bauwerke selten zur Anwendung kommt.
M. Essringer (6), (7) hat die Losungen von Kipp-
Problemen der Rahmenecken mit Rechteckquerschnitt
und des kreisférmigen Stabes mit I-Querschnitt er-
halten.
W. Protte (8) ist uns sehr interessant, die den in

Die Forschungsarbeit von K. Klsppel und

der Richtung der Bogensehne belasteten, kreisférmig
gekriimmten Stab behandelte und zahlreiche niitzliche
Y. Fukasawa (9) handelte
von der Stabilitdt des kreisfsrmigen Bogentrigers

Ergebnisse erreichte.

mit Radialbelastung-—das ist also niiherungsweise dur-
ch unverinderliche Normalkraft beansprucht—nach
der energetischen Methode und machte verschiedene
wichtige Eigenschaften klar. Stabilititsproblem kreis-
formigen Bogentrigers mit Windverbinde wurde von
S. Kuranshi (10) behandelt, der lsste auch eine Auf-
gabe auf den Bogentriger mit horizontaler Seitenbe-
lastung (11) nach Theorie I. Ordnung und also
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beriicksichtigte darin keinen Einfluf der Normalkraft
auf Seitenverschiebungen. In der Mitteilung von P.
Layrangue (12) handelt es sich um einen Bogen mit
Normal- und Seitenbelastungen, worin aber es der
Gleichgewichtsbedingung an Genauigkeit fehlt. Die
Forschungsarbeit von R. Dabrowski (13), ‘die ein typi-
sches Beispiel der Theorie -II. Ordnung aufstellte, ist
uns_betrichtlich andeutungsvoll, obwohl es sich um
nur geraden Triger mit gleichzeitiger Biegung und
Torsion handelt.

2. Geometrie der Forminderung von
krummen Stiben

Man stellt zunidchst iiber die allgemeinen. geomet-
rischen ForminderungsgroBendes beliebig belasteten,
zweifach raumlich gekriimmten Stabés Uberlegungen
a{n. In Abb. 1 (a) zeigt [, die Stabachsenlinie des

z

Abb. 1 Koordinaten~ und Einheitsvektorensystem.

unbelasteten unverformten Stabes, die geht aber nach
beliebiger Belastung .bis zu 7, @iber. Jedem Punkt
P der Stabachse [, seien nun die geometrischen
Einheitsvektoren #,, n, und b, zugeordnet, wobei ¢,
in die Richtung der Tangente fillt, n, den Haupt-
normalenvektor bedeutet und der Binormalenvektor
b, damit definiert sein soll, .daB diese ein Rechts-
system bilden, d. i., b,=#,xn,. Die Querschnitts-
hauptachsen fallen nicht notwendig mit n, und b,
zusammen, und man legt zweite Einheitsvektoren-
system (i,, Jo, k,) fest, derart, daB i, und j, mit
Querschnittshauptachsen zusammenfallen, und k,==
t,. Dann gilt die Transformation

i,=n,cosac+b,sina

Jo=—n,sina+b, cosa }'
wobei @ den Winkel zwischen i, und n, bedeutet
(Abb. 1(b)).

Die geometrischen Kriimmung K, und Windung

T, der Raumkurve sind in der Form

K= /r7er", To=—(ry ory o ")K,?

rereseseeseennepaesesenans (2)a.n

beschrieben, wobei ( )’ die Ableitung nach der

Stabachsenkoordinate s und r, den Fahrstrahl am
Punkt P bedeuten bzw.
Nun gilt Serret-Frenetsche Formeln

' =Kn,
n°/='1”'0b0——1<0tO L esveseerasons feevesviasnany (3)a-c
b°/= ':"Tono' »

Die Eintragung der Gl. (1) in Formeln (3) :liefert
die Gleichungen zur Verbindung der Einheitsvektoren
(&4, Jos ks) mit ihren Ableitungen (i,’, j,’, ks>, d. h.

i, 0 T, —~K,cosa ][ i,
i =l =T, 0 K,sine | j,
k, | | K,cosa —K,sina 0 kg
.............................. (4)
dabei ist
'f‘°=To+da/d5’ E SR SN (5)
die man die aufs System (i,,J,, k,) bezogene Win-
dung nennt. v

Man ordnet das Koordinatensytem  ({,.7, {) am
auf.der Stabachse liegenden' Punkt' P zu, webei man
die Richtungen.der ¢é-, 7- und  {-Achse. mit denen
der Einheitsvektoren, i,, j, und k, bzw. tibereinstim-
men l4t.

Nun verwandeln sich die Einheitsvektoren (i,, j,,
ky) am Punkt 2 in (i, +dfs, Jo+dio, ky+dk,), wenn
sich der Putikt P auf der Achsenlinie um ds bewegt
(Abb. 2). In Abb. 2 nennen wir K,,=d 6/ds die

kot+dko

Abb. 2 Differentialelement des rdumlich gekriimmten
Stabés, seine Kriimmung.
Kriimmung um 7-Achse und nach Vektorrechnung
wird K,, mit skalarem Produkt
) P N P
beschrieben. In #hnlicher Weise kann man die
Kriimmung um é-Achse, K¢, und die Windung um
¢-Achse, K;,, bekommen, das sind
K= _/ko-"jo}
Kcozio/'jo |
Substituiert man Gln. (4) in Gln. (6), so gelangt man

zZu .
K:=K,sina, K,;=Kgeos ¢, Keo=T(T)ac
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Wenn
sich die Einheitsvektoren #,, j, und %k, nach der

Nun geben wir auf verformten Stab acht.

Verformung der Stabachse in e;, e, und e; bzw.
verwandeln (Abb. 1(2)), dann gilt im allgemeinen
folgender Transformationssatz,
e; (ee'io>(ee’jo)(eé"ko) i,
e, |=| (e,si)(e, Jo)(e, k) [+ Jo |-+(8)
e Cegei)(egdy) (e ky) k,
wobei (e¢+i,) das skalare Produkt von e; und i,
nimlich den Kosinus des Winkels zwischen e; und i,
bedeutet, d. h. (e;+i,)=cos(e;, i,), usw. Bei Theorie
I. und 1. Ordnung ist es stets vorausgesetzt, daB
(egeiy)=(e,j,)=cos =1
(egrjo) = —(e,°i,)=sin f=4 l
(ezoky)=—(e;-iy)
(e,oko)z=—(ecjy) J
(eroko)=1
wobei # der Winkel zwischen e; und i, ist.
Die iibrigen skalaren Produkte (e;+i,) und (ec-j,)
werden nach folgender Weise erhalten.

Abb. 3 Verschiebung und Ausdehnung des
Differentialelementes.

In Abb. 3 zeigt f’a(:ds) ein auf der unverform-
ten Stabachse liegendes Differentialelement, das aber
sich in einem Belastungszustand zu @(:ds(l%—s))
verschiebt und sich um e-ds ausdehnt, wobeie die
Einheitslingeninderung bedeutet. Im Grenzfalle ds
-0

dr=(1+¢)ds-eg,
da dr in tangentiale Richtung gerichtet ist. Also
ar_dv dr,
ds  ds ds’
wobei v ein Verschiebungsvektor ist. Man erhilt
das skalare Produkt (1+e¢)e;+i, mit Riicksicht auf
Gl. (4) und darauf, da dr/ds=k,, wie folgt,

(l—f-e)e;:

(1+s)e(-io=%—v7~'o+wK°cosd (1)
wobei #, v und w die Komponenten des Vektor v

in é-, 7- und ¢-Richtungen sind bzw. Ahnlich

erhilt man
do

7 +uTly—wK,sina. - (11)

(A+edegjo=

Die Kriimmungen um &- und 7-Achsen und die
Windung um (-Achse lassen sich in gleicher Weise
wie Gln. (6),_c beschreiben, das sind

K5=e,]’-e¢
K,=e e
K('—"esl'e”.

Weiter liefert die Bildung des skalaren Produktes
(1+¢e)es-k, mit Riicksicht auf Beziehung (9), (e¢+k,
2:1), die Ausdehnung der Stabachse ¢, d. i.

€ =%§ —~uK, cos a+vK,sina
Hierdurch kann man K, K, und K; aus der Bezie-
hungen (8) bis (12) in der Form

K.=K,sina+K,fcosa
d(d ~ .
—E(—dl;—-kuTo——wKo sin a)

R
-7, T ~vTy+wK, cos &
d(d -
-4 'E—(Tz —vT+wkK, cos d)
K,=K,cosa—K, fsine
d(d ~
—l—gs—(—fs—— T, +wK, cos tz)
~ [ dv = .

-7, -;i—s—+uT0»-'wK0 sing
d (d - .
7;<;U—+uTo~wK0 sin a)

ds
KC=T0+%€-+KQ cos a(%-l—uf‘u

—wkK, sin a>+ K, sin a(% —oT,

+wkK, cos d>+<%+ufo—wKo sin a)-
o%<%~v'j‘o+wKo cos o:)

+8

beschreiben. Die letzten nonlinearen Glieder in Gln.
(13)a_c werden in Theorie I. Ordnung stets ver-
nachlidssigt als die infinitesimalen kleinen GroBen,
doch in Theorie I. Ordnung ist es nicht immer
zuldssig, diese wegzulassen.

Als ein Beispiel sei der Sonderfall, wenn «=az/2,

K,=1R und T,=0 (kreisformiger Stab mit einfach

Jo. 7,0

e
~F

ko, to

a J Eow

o]
Abb. 4 Koordinatensystem von kreisférmig gekriimmten
Stabe mit einfach symmetrischem Querschnitt.
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symmetrischem, konstantem Querschnitt), aufgenom-

men (Abb. 4). In diesem Falle aus Gln. (12) und
(13) folgt
1 dov 1 dw d*u
Ke=g~a@ "R & " ar
B dlu dv 1 dw
K”_~‘_R_+ ds* +ﬂ.( ds* R ds )
K,=84f8 1 du_du, d_"‘i_L.‘!"_">
$Tds "R ds ds \dss R ds
el v
T d R
.......................... (19)a_a

wobei #, v und w die Verschiebungskomponenten
bedeuten, deren positiven Richtungen in Abb. 4 dar-
gestellt sind.

3. Gleichgewichtsbedingungen

Die allgemeinen Gleichgewichtsbedingungen, die
erst von Kirchhoff und Clebsch eingefithrt worden
sind, fiir beliebig belasteten und verformten Stab
werden hier eingeschrieben.

m(1)
al) Q(s)

o]
Abb. 5 Belastungen und Schnittkrifte.

Man legt die folgenden Bezeichnungen fest.

M(s) ; das resultierende Moment der Biege- und
Drehmomente am beliebigen Querschnitt des Stabes,
das hat die Komponenten M, M, und M in é-, 7-
und ¢-Richtungen bzw., die positiv sind, wenn die
é~, 7- und (-Achsen im Sinne der rechtsgingigen
Schraube verdrehen ;

Q(s) ; die resultierende Kraft der Quer- und Nor-
malschnittkrifte an jedem Querschnitt, die hat die
Komponenten @, @, und @ in é-, 7- und ¢-Richtun-
gen bzw., die positiv sind, wenn die nach positiven
Richtungen der é-, 7~ und ¢-Achsen gerichtet sind;

m(s); die Momentenbelastung pro Lingeneinheit
der Stabachse, die hat die Komponenten me, m,
und my, deren positiven Richtungen gleich definiert
sind wie M, usw.;

q(s); die resultierende Quer- und Normalbelastung
pro Lingeneinheit der Stabachse, die hat die Kompo-
nenten ¢, ¢, und ¢, deren positiven Richtungen
gleich sind wie Q; usw. (Abb. 5).

Also
Q(s)=Q:e:+Q e, +Qce; } ....... (15)a 3
M(S)=M585+M787+Mcec
m(s) =mee;+m,e,+mee; } ......... (16)a 1
a(s)=q:ec+q,e,+qre;

Die Abb. 5 stellt diesen allgemeinen Belastungs-
zustand dar, worin A4, und M, die resultierende
Auflagerkraft und -moment zeigen bzw., und r(s) den
Fahrstrahl von Anfangspunkt des raumfesten Koor-
dinatensystem bis zu jedem Punkt auf der Stab-
achsenlinie bedeutet.

Die Gleichgewichtsbedingungen lauten also

Q<s>+Ao+j:q<t>dt=u 1
M)+ Myt {r(0) — ()} % A0+J:m(t)dt

+J: (r() —r(} x g de=0 J

........................... ADas

Differentiieren der Gln. (17) nach s liefert

4 Q=g
P (18)a,p
—d?M(s)z —er X Q(s)—m(s)
Trigt man die Beziechungen (15) auf Gla. (18) ein,
dann lassen sich die letstere umformen wie folgt
—q()=0Qe;+Q, e, +Q e+ Qe

+@Qye, + Qe
—erX Q(S) —m(S)-:Me'ee‘i“M,]’e”'l'Mclec
+Me,’ +M,e,’ + Me;

........................... 1Da.b

Bildet man die skalaren Produkte durch wechsel-
seitigen Multiplikationen auf beiden Seiten der Gln.
(19) von e, e, und e, nachdem man Gl. (15), fiir
Q(s) und Gln. (16),,;, fiir g(s) und m(s) substituiert
hat, erhilt man die folgenden Gleichgewichtsbedin-
gungen,

~q:()=Q' ~KQ,+K,Q

—¢;()=Q, —KQ+K.Q;

—q; () =Qc' —'K,,Qe-i- Kng

—m()+Q,=M-KM,+K,M;

—my () —Qe=M, ~K:M+K M,

—mg(H=M;-K,M:+K:M,

Das Gleichungssystem ist uns noch nicht vollstindig,
um alle Unbekannten klar zu machen, da es zehn Unbe-
kannten Q;, Q,, Q¢, M, M,, M¢, u, v, w und 8 gibt.
Beim Stab mit doppelt- oder punktsymmetrischem
Querschnitt kann man die noch benstigten Bezie-
hungen nach Elastizititstheorie in der Form

M ($)=EJ(K¢—Kgo)

M (s)=EJ,(K,— K,

M ()=GI(K;—K) - ECW(K¢— K" J
Q. (s)=EF¢

- (20)a-¢

...................... e (2D s
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beschreiben, wobei EJ, und EJ, die Biegesteifig-
keiten in bezug auf &- und #-Achse ‘bzw., GI die
reduzierte Drillsteifigkeit*, C, den Woalbwiderstand
und F die Querschnittsfliche bedeuten.  Fiir allge-
meinen Fall des unsymmetrischen Querschnitts ist
einige Modifikation von Gln. (21) bené&tigt (vgl. mit
dem folgenden Abschnitt).

4. Grundgleichungen fiir den Stab mit in
einer Ebene gekriimmter Stabachse

In diesem Abschnitt sind die Grundgleichungen fiir
den Stab, dessen Stabachse die Form einer ebenen
Kurve annimmt, nach ebenerwihnten Grundformeln
angegeben. Bei Theorie II. Ordnung ist es nicht
immer giiltig, die nonlinearen Glieder in Gln. (13)
zu vernachldssigen als unendlich kleine GroBen,
wodurch wir hiernach die in Gln. (13) gegebenen
Kriimmung und Windung anwenden, wie sie sind.

Eliminiert man Q; und @, in Gln. (20)a.¢, so
gelangt man zu den vier Gleichungen

Q/+K,M,+KM;'=—q.—K;m;—K,m,

M+ (K M) — (K M) — K M, —KQ;
=—q,—m; +Km,

- M, + (K M) — (K M) —K M+ K, Q;
= —ge+m, +Km,;

My K, M+ KM, = —my

wobei die Kriimmungen und Windung nach Verfor-
men (K, K, und K) aus Gln. (13) in der Form
K=K —v"+ (wK;)'
+/9'{Kyo'“u““(‘lUK7;o>'}
K,=K,,+u"+(wkK,)’
—Be{Key—v"" + (wK;)'}
K =8 +K,,(v' —wkK;)
+ (' +wK ) (Keg—v'" 4+ (wKg) '}

vorgebracht werden.
Die Schnittkréfte in Gln.
folgender weise umgeschrieben werden.

(21) miissen jetzt nach
In Abb. 6
bezeichnet M den Schubmittelpunkt, dessen Lage

* Die reduzierte Drillsteifigkeit GI kann in der Form
Gl=GI+Qi,*+ Mky+ Mk,

geschrieben werden. Dabei sind
ipzz%J‘F(xz—!»yz)dF
_.,_1_ 2 2
kanijy(z +y)dF

ky=JLijx(xz+y2)dF
und ist GI die St. Venantsche ‘Drillsteifigkeit.

Man erhilt die reduzierte Drillsteifigkeit G7 aus der
Betrachtung, daB die bei der Verdrillung der Lings-
fasern erfahrende Schrigstellung derselben die zusitz-
lichen Torsionskrifte liefert. (Vgl. z. B. Literatur (2)
od: (14).)

Ty M

e

Yu S I Schwerpunkt
v
M I Schubmittelpunkt

I
{
1
ot
l
1
US|

u |

Abb. 6 Verschiebung und Verdrehung der
Haupttrigheitsachsen.

bekannt sei wie (xp7, Yar), und uy und vy seien
Verschiebungen des M in €~ und 7-Richtungen, also
aus Abb. 6

upy=u—yyb, vu=v+xyuB
Weiter erhilt man die tangentiale Verschiebung des
M, nimlich

wy=w-—Tpleri) —ymlerj,)

=w(l -2y Ko+ yuKe) —2ptt’ —ymv',

da die skalaren Produkte (e;-i,) und (e;+j,) die
Neigungswinkel des Querschnittes um 7~ und &-Achse
bedeuten hzw. Die Beachtung, daB die Querkrifte
Q: und Q, durch den Schubmittelpunkt hindurch-
gehen miissen, fordert es uns, die in Gln. (21) hervor-
kommenden #%, v und w auf uyy, vy und wyr umzu-
und der Gl. (21). die Glieder
-Q:yny und @, xp hinzuzuftigen, was schlieBlich die
folgenden Gln. (24) liefert.

M$=EJx[ﬂ‘EKyu'"u”_“<yMﬁ)”_ {qu(w
—xpr’ -y v} I —v" —~(xu )"
+{Kgo(w—zpu’ —ypv)}’]

M,=EJ,[ —f+(Ks—v"—(xmB)"+ {Ks(w
—xpu"—ypv )}t Itu' —(yubd"’
+{K,o(w—zpyu’ —yuv')}']

M;:Cj[ﬂ’+~K,]-o{v’+(:cMﬂ)’—Keo(w—xMu'
—=ym )} (' = (ymB) + K o (w—zpee!
=y )X (Ko —v"" —(xpf)"”

+ {Kgo(w—zpe’ ~ypv)} ]]

~EC, A" "+ (Ko {v' + (xph)’ — Kgo(w

—xp’ —ypmv' )} [ {u —(ymB)’

+ Ko(w —zpe’ —yarv )} < (Kgg—v"”

—(xmB)" + {Keo (o —appu’

—ymv )} 1]

=~y Qe+ xmQ,

Q=EF(w'— K, u+ K¢v)
........................... (2 ada

Die Eintragung der Gln. (24) in die Gleichgewichts-
bedingungen (22) liefert die Grundgleichungen zur

schreiben bzw.,

Bestimmung der Verschiebungskomponenten u, v, w
und §, was aber in -allgemeinen Fille die non-
linearen simultanen Differentialgleichungen gibt, die
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2o sich der Schwierigkeit
zur Losung nicht ent-
ledigen kénnen. Aber, bei
den praktischen wichtigen
Sonderfillen werden die
Gleichungen ziemlich ein-

fach, und die Annahme
angemessener Niherungs-
Issungen fiihrt uns oft ins
zufriedene Resultat.
Sonderfall : der

schnitt sei symmetrisch in

Quer-

{Krummungs-
0 mittelpunk)

bezug auf 7-Achse, deren
Abb. 7 Einfach symmetri. Positive Richtung mit der
scher Querschnitt, entgegengesetzten des Ha-
Schwer-und Schub- uptnormalenvektor iiber-
mittelpukt. einstimme (Abb. 7). Da
nun zpy=K,,=0, ¢=x/2 und K=K, werden die
Kriimmungen und Windung in der Form
Ki=K,~v"+(wK)' + 81"
szu”'“ﬁ{Ko—'v”“}‘('Wko),} """ (25)a—c
Ke=p8+u{K,—v" + (wK;)'}
beschrieben aus GIn.(18). Weiter erhdit man die
Schnittkrifte wie folgt
Me=EJ [8{(ymB)"' —u''} —v"
+{K(w—ymvH}']
M, =EJ,[—-B(K,—v" + {K(w~ymv)}']
—u' ~(yub)"']
M =GI[8" + &' — (yuh)'} X (K, —v"!
+{Ko(w—ymvD}J]
—EC,[8" + [{u'— (ymB)'} X (Ko —0"
+{Ko(w—yuvD} 11—y uQs
Qr=EF(w'+Kyw)

........................... (26)a_a
Substituiert man diese Schnittkriifte in die Gleichge-
wichtsbedingungen (20), so gelangt man zu folgenden
Differentialgleichungen fiir «, v, w und 4.

7 (EFG + Ko} + (BT, ((Kyw) ~v/"} ]’

* Mv;m—y (' —Kef)=—ms
0

_ 9t ‘U_/'__ (wk,)’
TR TR,

—I%—OEEJx{(KOw)’—v”} 1/ — EF(w’ + K0
1 M —
— g (KM} — ™

+K5u')= bl

Qytme W (wKo)’_}
K, K, K,
~[EJy{u" KB —(ymB)''} 1" + [ K AGI#
+Ku)—EC,(8'+Keu )" —Qeyar} Y
— (M8 + Keu")} — My' (8 + K"
+Q(w! ~ KB =—qs+m, + Kym,

[GI8 + Keu") —ECp(8'+Kett')' —Qeym]’
+ K EJ {u' —(yuf)' — KB}
—~ M~ Ke8)=—my
........................... (2D’
wobei’ mah die Querkraft @, aus Gl. (20). in der
Form
Qe=—[EJ,{u"' ~yuf)'" — KB}
~ M. (8 +Keu')+ K AGI(B + Keu")
—EC, (8 + Ket!)''} = tgeneressenvenns (28)
beschreiben kann.

Im strengen Sinne bilden diese Gleichungen im
allgemeinen ein nonlineares System, da die in einigen
Glieder hervorkommenden K, @, und M, die Funk-
tionen der Verschiebungen «, v, w und 4 sind. Doch,
wenn man fiir K¢ @; und M, das Resultat von
Theorie I. Ordnung (Annahme der
kleinen Verschiebungen) verwertet,

unendlich
werden die
Gleichungen ein lineares System.

Ferner, wenn man vorausseizt, daB die Verschie-
bungen innerhalb der Schmiegungsebene, v und w,
von den riumlichen, # und 4, unabhingig sind,
konnen die Gleichungen (27) in zwei miteinander
unabhingigen Teile getrennt werden, namlich fiir v

und w
7 (BT (Ko =0} )"~/ ~ Koo

= -“Er

B (EF G+ K} + (BT (Kgw)' —v"} 1

= —m,—3t LA,@_O."_")_}
== fir g

und fiir # und 28

—[EJy{u"" —KB—(ymb'N}1"
+[Ko{@(ﬂ'+K0q’)-ECw(ﬂ’+K0u’)”
—Qeyu} ] — {M (B + K'Y — M (8
+Kou' )+ Q(u' — Ky 5)

=—q;+m,’+Km;

[GI(8"+ K"y — ECy(8' + Kott' )" —Qzvar]’
+ K EJ, (' —(ymB)’ — K8}
—M ("~ K )= —m

Die weitere Vereinfachung ist moglich, wenn man
die Dehnung der Stabachse als kleinere Gréfe ver-
nachldssigt. Eliminiert man v aus Gl. (24), nachdem
man ¢=0 setzt, so wird Gln. (29) in der Form

R T L]
+K, [EJ, (%)} "+ KAET(Kaw)')’

=—(9 Y _
= (K) %

umgeschrieben. Diese Gleichung kann man als die
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Grundgleichung fiir die Losung der Knickung von
Bogentriagern benutzen.

5. Anwendungsbeispiel—Kippung des
durch gleichformig verteilte Last

beanspruchten Kreisbogens
Als ein Berechnungsbeispiel wollen wir das Kipp-
Problem des kreisfsrmigen Bogentrigers, der durch
gleichférmig verteilte Last beansprucht ist (Abb. 8),
behandeln.

b8
P P L

H

v v
Abb. 8 Kreisférmiger Zweigelenkbogen mit
gleichformig verteilter Belastung.

Folgende Annahmen seien aufgestellt;

1) das hier behandelte System
bogen,

2) Belastung ist richtungstreu, d. i., die wirkenden

ist Zweigelenk-

Lasten verindern ihre Richtungen nicht, wenn auch
der Bogen seitlich kippt,

3) der Querschnitt des Bogens
und einfach symmetrisch in bezug auf 7-Achse,

ist gleichmiBig

4) Forminderung der Bogenachse innerhalb der
Kriimmungsebene kann vernachldssigt werden,

5) Querschnittsverwdlbung am Stabende ist be-
hindert.

Wir benutzen Gln. (28) und (30),,; als Grund-
gleichungen fiir unsres Problem. Die Belastungs-
werte gg, mg usw. in dieser Gleichungen kann man

durch Nachschlagen der Abb. 9 berechnen wie folgt
q5=p5=~—‘g~/9(1+c0520) 1

7 [.‘.**d
Pcosesinﬁ/ L ;

Abb. 9 Belastungszustand vor und nach Verformung.

-1 Schnitt

m5=%ep sin246

=0 (32)a-a

my= -—epelez-pe B(l+cos28)

M, und Q; in Gln. (30),,, diirfen nach Theorie I
Ordnung errechnet werden, d. s.

M,= - Pf cos 2 0+ pRI" cosf — pR*®

Qc=~P2—Rc0520—pRI‘cos0——p2—R(1+2F)

dabei sind
= 3(¢ cos ¢ cos 2 ¢-~sin @) + (7 —4 F)sin’p
6 9(2+cos29+£E)—3(3—%)sin2¢
EJ,
R*EF
Auf solche Weise kann man die Grundgleichungen

@:%—(4Feos¢—c052¢), F=

fiir jetziges Problem mit den Abkiirzungen
_pR GI EC, EJ,

—Eﬁ;’ m =

* =EJ,” "“REJ,” ““REF’

. P
kn=l}§7, y(’:LRA!., eo—_-R"e‘: fo=’fx, a=%,

d
g
)= do
in der Form
2 A
VN — —— e ”
3 <200526 I'lcosd > l)a
+ {(H—;’)sinza—zrsin’a} Qe

1
— VB + {Z (vy—1)2cos 26+TIAcos @

~%uoz— (L+v) (L+0D)] 57

+ §<1+—‘;—">sin 26~2Tsin 49} 28
3 2 €y o
+ {<~2~+ea>§c0520+<—2«—«@),{——1§ A=0
—(n+v)a”” — {i—(fo~2 ky—vo—1)Acos 28
+ (kg — fo+vo+1)T2cos 8

~m—1+%kox+(f‘,—yo—1)m} a”

- {é (2 By fo-t-vy)sin 20

O +(fo—ky—vdI" sinﬂ} a4+ (v 2 —n)p"”
— {% (fo—2k)DAcos 20+ (ky—f )T A cos 8
—m—i——é—kul-i—fo(m} 8

- {%(2 Bo— fotv)sin 20+ f,—v,
—k)sin 0} A8+ &(2 es—1)1cos 26

I'icos 0+(—821~(D)1—1}/9=0 """" BDap
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beschreiben. zj\* 22 . di;
—{—=) —5——Fsing ~5)I
Wir wollen nun die Differentialgleichungen (34)a,5 14 ij —Cij 9i
lésen unter den Randbedingungen +253n2¢< aij__ __1~_~_}_+ 1 i >
da dg a;if—cii® fi fi 49
=0, p=0, ——=0, —=0, fir I==%¢ 3 2
a6=-" de .(__ ) _Kﬁo__ ) _ }
+ey )i+ -1
.............................. (35)* 2 o\ 2
deren erste, zweite und dritte die Beschrankung der o= 9ij {_( > (ntve)—m—1+5 &y 2
Verschiebung und Verdrehung des Endquerschnittes 4 ?
;. 2
und letzte die Wolbbehinderung vorschreiben. +(fo—vo— 1)@1} +~;g;ljn—775in 2pe
Da Gln. (34),,, die Differentialgleichungen mit &y 1 i TG g it
verdnderlichen Koeffizienten sind,kann man die genaue i 7; N Q@ kyFve— fo)} A+ 77_2{_%—7 ’
Lssung mit groBen Schwierigkeiten erreichen. In ’ d; gy
solchem Falle kann man Galerkinsches Verfahren oft ssing {m+2(f 0 *Vo)"‘l} r
niitzlich anwenden, um geniigend zufriedene Néahe- 5is 1
. oy ,..'=_"_f{ L2 (yz_n)h 2N (a2
rungsldsungen zu erhalten, was ja bei unsrem Problem ij 2 ? 0 P 9 R
der Fall ist. o)t e 1—1} (=i z.
Wenn wir die Form ¢ Z @
a(@=3 a;(cosﬂﬂ——cosni) -———272——sn2¢§<d )uo—Zfo
i=1 L A S (36) aij = Ji
o ; . ’ 2 12752 .
D=3 b;{cos Z-0— ) J +4k}—— (ﬂ«)————— .
L) i§1 ,(cos > coswi of 5 + - b sin ¢
die anschaulich die Randbedingungen
(35) erfiillen, als N#herungsiosungen 10 TR
der Gln. (34).,, annehmen, dann . i //:/"er"" 11
konnen die Bedingungsgleichungen R Sl o B vk o ke R N - ;;4” i
zur Bestimmung der unbekannten 30 == Z
Koeffizienten a; und b; nach Galer- T __.:_:_lﬂ}—;:/:f r 7
: > S B
kinscher Methode in der Form :: P
s . 20 f/1=0.10
é’lo,‘jai-l- ) i =0 l LA T, =pRL/E,, Xo=pRL'/ESs
J, ]_1 (1=1,2,--0) 5 A= d m=GI/Ely , n=ECu/R'El,
Zoijlai+ Z’Tij’bi:OJ L= Z8 Putiagun
Fad) =1 F= 4
............... (3Dav 10 7
beschrieben werden. Dabei sind p ”
8is iNE LA
o= () -2 e ki
107 IiE 107 i
2 %2t m
+— ssin2¢ {( 3)-
@i —cij? /i Abb. 10 Kippkoefizient des Kreisférmigen Zweigelenkbogens.
€ } 1 2ix
o5 =2y A= sing-
2 buz* ij i 40,

dij ) ///1/

o =L-5)I"2

( g; 35 // e
‘s F\1 \2 Lo

lezfi[_(ﬂ> V0+<£]—> . 730 L1/ P '

@ @ @ L /i~
v 3 7=10" ——"—""‘”"/ LA //l/ ”
-{(1+u°><1+m)+7"} o e RO =7 4B
P i
. 3 7 — s
Lo . LAY 20 J11=020
+< > @)2 l:|+(7) . ! g 7 To=pR12/ES A= p, RL JES,
2 2t 1 7 w= G/ g 0= ECo/RTEy
o————sin2y { . 10T L 47 »
a,.jz_cj f] ’_’_‘_ﬁ/’, 7 uuuuuuuumu‘
2 W=+ =7 !
-(v0+eo—l)—(v0+3eo+5)}7 /
5 1078 /
* Wenn . EC,,=0, dann miissen diese I :0://
Bedingungen in der Fi bt
gang er oo T 163 UEE 1

a=0, $=0, d a/d 6=0 fir =g m
vorgeschrieben werden. Abb. 11 Kippkoeffizient des Kreisférmigen Zweigelenkbogens
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{5

—.—3)1/0 —2k,42 fo} ra

. a;j 1 1
roin2o( gt e e )

-(2e0-1)x+%{<—%’——®>1-—1}
a;;=4 ¢* — (*+ =’ fi=4¢*—i’z*
bij=@*— (@ +jDz* Si=49"—j

cij=2ijn* g;=9¢%—ji?

dij= (" —4 j)=* iy {1 (i=5
0 GG/

Die Nullsetzung der Nennerdeterminante der Gln.
(87) liefert die Gleichung hohen Grades zur Ermitt-
lung der Kippkoeffizienten. Aber im allgemeinen
ist es betridchtlich kompliziert, die Kippkoeffizienten
zu berechnen, so da Benutzung von elektronischer
Rechenmaschine unentbehrlich ist.

Einige Rechnungsergebnisse sind in Abbildungen
10 und 11 dargestellt.

e=ky=e,=f,=v,=F=0.) In dieser Abbildungen ist

(Es ist vorausgesetzt, daB

Kippkoeffizient in der Form

As=pRL*EJ, (L ist Bogenlinge.)
ausgedriickt. Gestrichelte Linien, die wir zum Nach-
schlagen eintragen, zeigen die von Dr. Fukasawa (9)
im Fall der radialen Belastung (Abb. 12) gerechneten
Werte, die in der Form

1s=p,RL}EJ, (p, ist radiale Belastung.)
beschrieben sind.

Aus solcher Vergleichung der beiden Fille, gleich-
formiger und radialer Belastungen, befinden wir, daB
die Beziehung

22 sinofp

niherungsweise zu Recht besteht. Diese Beziehung
kommt aus der Bedingung, da8 totale Belastung der
beiden Fille gleich ist (pl=p,L).

vorher mit dem Wert des Kippkoeffizienten im Fall

Also, wenn wir

der radialen Belastung bekannt sind,

[¢]
Abb. 12 Kreishbogen mit Radialbelastung.

r
LI eyt

14

Abb. 13 Niherungssystem des Zweigelenkbogens.

beschrieben und werden Gln. (34) in folgender Form
umgeschrieben,

1+%

a////_{_(l_{_]’l)a”_l_ {( 2

>/1 sin246
. 1
—2T1sin 0 &' —v 877 — {(lw‘—uo)l ZcosZﬂ
——I’cosﬂ+®>+uo(1+l’i)+l% B”
1+%

+{< 2

1
-+ {<7+eﬂ gcos 26+TI2cos

+-< >l-1}ﬂ=0

—(ntv)a”” — {(fo—vo—l)iﬁvcos 26

)sin 2621 sin a} 8

)21

ﬁ_@_r+2

2

kénnen wir sofort denjenigen der 40 =T S e ——

gleichfsrmig verteilten Belastung nach MW i _

Beziehung (38) vermuten. (Vgl. mit - \\ \‘\~\\m:mﬂ ’ \\\\\

(9).) Allein das ist nur fiir kleinen 30 “r= -

Fll-Wert giltig. - \\ \T\\\b\“
Grundgleichungen (34) haben sehr = \ ; | ~

komplizierte Form und ihre Lésungen 3 20 o e Nadbwrangwere (N=H)

kann nicht leicht erreicht werden; \ 107 e e

doch, wenn wir voraussetzen, daB 15 Xdlriy “71(1[7 =0

Normalkraft @; an jedem Querschnitt L \ \ ‘

konstant und mit waagerechtem Auf- \ 10 S

lagerdruck gleich ist (N=H in 5 ——

Abb. 13), dann werden Gln. (34) 0 ] |

ziemlich einfach. In diesem Fall 0 0.1z G2z 03z U4z Oom O.6m . Gax 0.8 0.9t %

wird @, in Gl. (33)p in der Form

——— =29

Abb. 14 Kippkoeffizient des Zweigelenkbogens in bezug auf Zentriwinkel.
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—Pcos(i—i—@)«%—l’kol—m—l}a"

1. e
—Wo—fo) —2—sm2»0+1"sm;(2~/1‘q'
A (v =) B — %fﬁ(%ccsZﬂ—F cos 0)
(T kot O fo)xfm} rg

1. .
_(Vo—fo)<§sm2€——1‘sm 0)1,9'
+{%(2e0—1)1c0320+1"1cos()

+<§2—w>x—1}ﬂ;o

(( )’;%)

Ein Berechnungsbeispiel ist in Abb. 14 dargestellt,

in welcher ausgezogene Linien die Lssungen mit
Benutzung vom genauen Q-Wert (Gl. (33),) und
gestrichelte Linien die vom angeniherten Q,-Wert
(Gl. (39)) darstellen bzw. Bei kleinen m~- und »n-
Werten ist wenig Unterschied zu sehen, besonders
beim flachen Bogen.

AuBer dem oben gesagte Ergebnisse haben wir
schon verschiedene Resultate bekommen . (z. B.
Kipp-Problem des eingespannten Bogens), doch wir
wollen daritber ein anderes Mal mitteilen.

8. Schlu3bemerkung

In vorigen Abschnitten 2 bis 4 sind die Grundglei-
chungen von den Forminderungen der gekriimmten
Stibe gegeben worden, die man fiir verschiedene
Fille niitzlich anwenden konnen wird. Das in Absch.
5 eingefithrte Beispiel ist nur ein Sonderfall im
Anwendungsgebiete dieser Grundgleichungen. Die
mit Hilfe der hier erhaltenen Grundgleichungen
berechneten, mehreren Ergebnisse werden in spéteren
Mitteilungen versffentlicht werden.

Bei Theorie II. Ordnung des gekriimmten Stabes
wird im allgemeinen die numerische Rechnung sehr
kompliziert und sind viel Schwierigkeiten unver-
meidbar.. In solchem Falle aber ist die elektroni-
sche Rechenmaschine die einzige, michtige Wafle,
was ja bei unsrem Problem der Fall war.

Zum Schlu muB .der Verfasser hiermit Herrn Dr.

Ing. Masaru Yasumi, emeritierter Professor der

Osaka-Universitit, recht herzlich danken daB Professor
ithm. so auBerordentlich freundlich durch Leitungen
der Forschung mit guten Ratschligen geholfen hat.

In Durchfihrung dieser Forschung wurde dem
Verfasser oft von Herrn M. Hayashi (Assistent in
technischer Fakultit, Osaka-Universitit) und Herrn
T. Sakimoto (Student in Forschungskursus) durch

eifrige Mitwirkung geholfen. Auch ihnen bezeigt

der Verfasser seine herzliche Dankbarkeit.
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