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1緒言
本論文では，都市機能健全度に着目した災害レ
ジリエンスの数量化と，それを最大化するための
最適な制御方策について理論的な考察を与える．

2都市機能健全度と災害レジリエンスの数量化

2.1都市機能健全度と災害復興の数理モデル
本論文では，都市機能健全度（以下では単に健全
度と呼ぶ）を用いて災害被害の大きさと復興の進
行具合を評価する．健全度は区間 [0, 1]に属する実
数値として定義され，値 1は都市の機能が完全な
状態，値ゼロは都市がまったく機能していない状態
に対応する．また，災害発生の不確実性を考慮した
復興のメカニズムを表現する方程式として次式を
用いる 1)2)．

dX(t) = G(X(t))dt−X(t−)dC(t) (1)

ここで，右辺第 2項に現れるC(t)は複合 Poisson過
程で，その不連続ジャンプの発生が災害の発生を，
ジャンプの大きさが災害発生の規模を表す．G(x)

は災害からの復興の時間進行を記述する関数で，
G(1) = 0を満たし，区間 [0, 1]で単調減少となる関
数であり，文献 1) では東日本大震災後の復興に関
するデータ 3) に基づいて G(x) = a(1 − x)bdt と設
定されている．

2.2健全度を用いた災害レジリエンスの数量化
本論文では災害レジリエンスを災害発生による
都市機能健全度の低下からの回復の定量評価と考
え，文献 2) と同様に次式で災害レジリエンスを定
義する．

R =

∫ τ

0

h(X(t))dt, h(x) = W (x)x (2)

W (x)は健全度 xに依存する関数であり，レジリエ
ンスを定量化する上での重みを表す．図-1は式 (1)
に基づく都市機能健全度の時間変動サンプルの一例
と，それに基づき式 (2)で定義される災害レジリエ
ンスの数量化の概念を模式的に示したものである．
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図-1都市機能健全度と災害レジリエンスの数量化

3予算投入による復興と防災の制御モデル

3.1予算投入による復興と防災の制御
本論文では，都市自身の歳入として確保できる
予算に限定して考える．時刻 t，健全度 xのときの
配分可能な予算を Ξ(t, x)とし，都市の意思決定者
は時刻 tで比率 u(t)を復興に，比率 1− u(t)を防災
に分散投入するものとする．したがって，時刻 tで
都市が復興に使用可能な予算を Z1(t)，防災に使用
可能な予算を Z2(t)とすると，

Z1(t) = u(t)Ξ(t,X(t)) (3)

Z2(t) = (1− u(t))Ξ(t,X(t)) (4)

で与えられる．時刻 t = 0 で防災復興計画を開始
し，時刻 τ で計画を終了する．この時間区間 [0, τ ]

を計画期間と呼ぶ．
ここで時刻 tで復興予算 Z1(t)を導入することに

より，式 (1)第 1項の時間変動が以下のように変化
するものとする．

dX(t) = g(X(t), Z1(t))dt (5)

g(x, z)は健全度 xで復興予算 z を投入したときの
復興速度を表す関数である．
また，式 (1)第 2項の時間変動が防災予算の投入
により以下のように変化するものとする．

∆X(t) = −X(t−)β(Z2(t))∆C(t) (6)

ここで，β(z)は，zの確定関数で，防災予算の投入
により災害発生時の減少を抑制できる比率を表す．
なお，β(z)は β(0) = 1および 0 < β(z) ≤ 1を満た
す関数である．
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分配比率の全挙動 u = {u(t); 0 ≤ t ≤ τ}を制御と
呼ぶ．制御 uの下での健全度過程X(t)をXu(t)と
記し，予算を式 (1)に取り入れることにより，次の
確率微分方程式を得ることができる．

dXu(t) =gν(t,X
u(t), u(t))dt

− γ(t,Xu(t−), u(t−))dC(t)
(7)

gν(t, x, u) := g(x, uΞ(t, x)) (8)

γ(t, x, u) := xβ ((1− u)Ξ(t, x)) (9)

3.2目的関数の設定
制御 uの下，時刻 s(0 ≤ s ≤ τ)での健全度が x

であるという条件下での解をXu(t; s, x)(s ≤ t ≤ τ)

と表記する．さらに，同条件下において，時刻 sで
健全度が xであるとするとき，時間区間 [s, τ ]での，
制御 uの下で実現された，式 (2)の定義に基づいた
レジリエンス値を，Ku(s, x) と表記する．すなわ
ち，Ku(s, x)は次式で表される．

Ku(s, x) =

∫ τ

s

h(Xu (t; s, x))dt (10)

さらに，文献 2) と同様に，式 (10)のコスト汎関
数Ku(s, x)に対してその期待値

Ju(s, x) = E [Ku(s, x)] (11)

を最適化の対象とする評価関数とする．すなわち，
次式を満たす制御 uを最適制御とし，これを u∗と
表す．

V (s, x) := sup
u

Ju(s, x) = Ju∗
(s, x) (12)

4 HJB方程式を用いた最適制御の導出
確率制御理論を適用することにより，最適制御

u∗ とその下での評価関数 V (s, x)は次の HJB方程
式の解となる．

sup
ũ∈[0,1]

[
W (x)x− λV (s, x)

+
∂V

∂s
(s, x) + gν(s, x, ũ)

∂V

∂x
(s, x)

+ λ

(∫ 1

0

V (s, x− γ(s, x, ũ)y)dF (y)

)]
= 0 (13)

終端条件は lims→τ V (s, x) = 0となる．

5数値例と考察
予算を与える関数はべき乗増加型の関数Ξ(t, x) =

ξxρ を用いる 2)．次に，健全度 x，復興予算 z を投
入したときの復興速度を表す関数 g(x, z)は以下の
ように表す．

g(x, z) = (α0 + α1z)(1− x)φ(z) (14)

α0 は復興制御のための予算投資とは独立に都市の
復興を支配するパラメータであり，α1 は復興投資

に対する投資効率性を表すパラメータである．こ
のような復興係数の制御に加えて，復興の時間進行
の定性的様子を φ(z)を通じて制御できるものとし
て φ(z) = rz+φ0を用いる．rは復興予算の投入が
時間進行特性に反映される効果を定めるパラメー
タである．さらに，被害抑制率を表す関数 β(z)は
β(z) = e−β0z という 指数関数とする 2)．これらの
設定関数中のパラメータを含めてパラメータ値を
表-1に示す．

表-1設定パラメーター値
φ0 2.9267 r 1.9267
α0 1.0[years−1] α1 9.4[years−1]
β0 1.0 τ 10.0[years]
ρ 2.0 λ 0.3[years−1]

W (x) 1.0 Ξ 1.0
ρ 0.5

図-2は，計画開始からの経過時間が s = 2[years]
においての最適予算比率 u∗(s, x)を各時点での健全
度 xの関数としてプロットしたものである．図中
赤の曲線は本論文での解析により得られた最適分
配比率を，青の曲線は文献 2) でコスト最小化に基
づいて得られた最適分配比率を示したものである．
この結果からわかるように，災害レジリエンスを
最大化するように予算投入を最適分配する方策の
方が，健全度の値の変化に対して最適比率が緩や
かに変動し，復興と防災にバランスよく分配する
ことにより最適な制御が可能となる．
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図-2 HJB方程式から得られる最適分配比率
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