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１． 目的  

渦動粘性項を考慮した単純な１次元運動量方程式には，共役水深間で急激に変化する跳水の水面形を表現す

る解析解が存在することが知られている 1) ．その解析解は位置座標を x，水深を hとすると )(hxx  の形式で

表されるため数学的な取り扱いが難しい．そこで細田等 2)は水深を指数関数の和で表現する )(xhh  の形の近似解

を提案した．本研究の目的は，指数関数をより自由度の高いシグモイド関数に変更することで近似解の精度を

向上させることである．  

２．一次元運動量式とその解析解 

  渦動粘性項を考慮した単位幅に対する一次元運

動量式を記述すると式(1)となる．  
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ここに， xは空間座標， hは水深，U は水深平均流

速， gは重力加速度， mD は渦動粘性係数を表す． 
 連続式は式(2)で与えられる．また渦動粘性係数の

評価式として式(3)を用いる． 
qhU   = 一定 （単位幅流量）          (2) 

qDm                                   (3) 

無次元変数 1/' hxx  ， 1/' hhh    （ 1h は跳水の上流

側の水深）を用いて運動量方程式を記述すると式(4)となる． 
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ここに, 1Fr は上流側のフルード数を表す． 

 式(4)には三つの対数関数の和で表される )(hxx  の形式の解析解がある 1)．それを α=0.05， 1Fr =1.2 として図

示すれば図-1となる． 

式(6)に示すように水深 hを限界水深 3/2
1Frhc  とそれからの偏差に分ける．式(6)を式(4)に代入して h に関す

る関係式を導くと式(7)となる．ただし，以後簡単のため無次元量を示す ′ を省略する． 
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ここに， 3210 ,,, DDDD は次式で与えられる． 
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３． シグモイド関数を用いた近似解の導出 

 細田等 2)は )(xhh  の形式の式(9)で表される近似解を導いた．（式(9)は x≧0 に対する近似式．また文献 2）では二

次の項まで考慮しているが簡単のため一次近似の場合で説明する．） 

 )exp( 110 xRRh                                     (9) 
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図-1 解析解の水深分布(α=0.05， =1.2) 
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 その際，式(9)の三つの未知定数を定めるため，次式で与えられる 0x と x の𝛿ℎの境界条件，および

0x の一階微分の条件式を用いた． 

  B.C. 0x : 010  RRh , 001/ DRdxhd   ,  x : 3/2
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しかし，式(9)を式(7)に代入し )exp( 1x の係数を 0 と置くことで得られる 1 を定める別の関係式は用いていない． 

 そこで本研究では，x≧0 の領域で成立すべき条件式を最低限満足する関数として式(11)で与えられるシグモ

イド関数を考え，運動量式の近似解を導出する．式(9)のパラメータの数は 3 であり式(11)は４である． 

𝛿ℎ = 𝑆଴ +
𝑆ଵ

1 + 𝑇ଵexp(𝛾ଵ𝑥)
                                                                   (11) 

 式(10)に対応する境界条件は式(11)の場合次の三式で与えられる． 
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  式(12)の内 0x の境界条件を整理すると式(13)が得られる． 
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+ 𝑆଴𝑆ଵ = 0                                                                      (13) 

 次に，𝐹ଵ = 1 + 𝑇ଵexp(𝛾ଵ𝑥)とおいて式(11)を基礎式(7)に代入すると次式となる． 
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  両辺に𝐹ଵ
ଷを乗じて整理し )exp( 1x の係数をゼロと置くと式(15)になる．定数項の係数は恒等的にゼロになる． 

−𝛾ଵ𝑆ଵ = 3𝑌ଵ + 2𝑌ଶ + 𝑌ଷ                                                   (15) 

ここに，𝑌ଵ, 𝑌ଶ, 𝑌ଷ は次式で定義される． 

𝑌ଵ = 𝐷଴ + 𝐷ଵ𝑆଴ + 𝐷ଶ𝑆଴
ଶ + 𝐷ଷ𝑆଴

ଷ, 𝑌ଶ = 𝐷ଵ𝑆ଵ + 2𝐷ଶ𝑆଴𝑆ଵ + 𝐷ଷ𝑆଴
ଶ𝑆ଵ, 𝑌ଷ = 𝐷ଶ𝑆ଵ

ଶ + 3𝐷ଷ𝑆଴𝑆ଵ
ଶ             (16) 

式(13), 式(15)と 010 RSS  を連立して解くことにより式(11)中の４つのパラメータを計算することができる． 

４．計算結果の考察  

 α=0.05， 1Fr  =1.2 として４

つのパラメータを計算した

後水面形を図示したものが

図-2である．図中には図-1に

示した解析解も表示してあ

る．両者はよく一致してお

り，シグモイド関数を用いた

近似解は解析解をよく再現

していると考えられる． 

５．おわりに 

 渦動粘性項を考慮した１

次元運動量方程式にシグモ

イド関数を用いて跳水を表

現する近似解を導きその適

合性を検証した．近似解を基底関数として波状跳水解を導出するには近似解の精度を向上させる必要がある

ため，２次のシグモイド関数を用いた高精度化の検討を行いたい． 
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〇 シグモイド関数を用いた近似解の計算結果 

― 解析解 
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