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１．はじめに 

土木構造物はコンクリートや土といった複雑な材料非線形性を有する材料で構築されることが多い．地震荷

重に対する設計では比較的大きな力を考慮するため，設計時の構造解析において非線形解析が必要となる．複

雑な材料非線形性を有する材料からなる構造の解析は非線形解析手法に工夫を要することが知られている．

著者らも大規模コンクリート構造物の地震応答解析を対象として非線形解析手法の検討を行ってきた例えば 1)．

これらの検討は一定の成果をおさめたものの，より安定して収束を得られる非線形解析手法を構築すること

で，構造解析の信頼性がさらに高まるものと考えられる．そこで，本研究では，安定性向上を目的とした新た

な非線形解法を提案し，その挙動に関して基礎的な検討を実施する．提案する非線形解析手法の特徴は，弾塑

性力学で導出する変位増分の支配方程式に対して線形仮想応力を導入して展開した別の支配方程式を基本と

する点である．これにより，弾性剛性のみを使用した計算を可能とすることで非線形解析の安定性に期待でき

るものである． 

２．提案する非線形解析手法  

次に示す降伏関数𝑭を使用する弾塑性材料を考える． 
𝑭 = 𝝈− 𝒇(𝝐) (1) 

ここで，𝝈および𝝐はそれぞれ応力テンソルおよびひずみテンソルである．降伏時は𝑭 = 0を満たすため，関数

𝒇は降伏時の応力とひずみの関係を表す．力の釣合い条件は， 
𝛁 ∙ 𝝈 = 𝟎 (2) 

であるため，𝝐 = sym𝛁𝒖も考慮する（sym(∙)は対称テンソルを取ることを意味する）と本材料の降伏時の変位

の支配方程式は以下である． 
𝛁 ⋅ 𝒇(sym𝛁𝒖) = 𝟎 (3) 

本支配方程式を元に，通常通り，弾塑性テンソル𝒄𝐸𝑃を考慮した変位増分の支配方程式を導くと次式となる． 
𝛁 ⋅ (𝒄𝐸𝑃:  sym𝛁d𝒖) = 𝟎 (4) 

式(4)に対応して，通常の非線形解析（ニュートン法）では，収束計算の各ステップ（kステップ目）に，離散

化した各点の変位増分と残差力に関して次の行列形式の方程式を考える． 
[𝐾𝑘

𝐸𝑃][d𝑢𝑘] = [d𝑟𝑘] (5) 
[𝐾𝐸𝑃]は弾塑性テンソルから計算した全体剛性行列であり，[d𝑢]および[d𝑟]はそれぞれ変位ベクトルと残差力

ベクトルである．残差力がゼロとなるように収束計算が行われる． 

 提案する手法では，下記の線形化仮想応力𝝈∗を考える． 
𝝈∗ = 𝒄: 𝝐 − 𝒇(𝝐) = 𝒄: 𝛁𝒖 − 𝒇(sym𝛁𝒖) (6) 

ここで，𝒄は弾性テンソルである．式(6)を用いると，式(3)は次のように展開できる． 
𝛁 ⋅ (𝒄: 𝛁𝒖) − 𝛁 ⋅ 𝝈∗ = 𝟎 (7) 

増分形式およびそれに対応した非線形解析における行列形式の方程式は次のようになる． 
𝛁 ⋅ (𝒄: 𝛁d𝒖) − 𝛁 ⋅ d𝝈∗ = 𝟎 (8) 
[𝐾𝑘 ][d𝑢𝑘] + [𝐵][d𝜎∗

𝑘] = [d𝑟𝑘] (9) 

ここで，[𝐾𝑘 ]は弾性テンソルから計算した全体剛性行列，[𝐵]は微分を与える行列である．式(9)で線形化仮想
応力を使用して行列形式の方程式を構築するため，本手法は，要素（積分点）の計算において，剛性や応力 
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の更新の他に𝝈∗およびd𝝈∗の計算が必要となる．上述の式で

表される非線形解析のイメージを一軸の応力とひずみの関

係（相当応力と相当ひずみの関係）として図 1に示す． 

ここまで示した方法は，山口らの方法と類似の方法であ

る 2)．一方で，山口らの方法では，式(9)の左辺第二項の値

の求め方が明示的に示されていなかった．本研究の方法は，

次式でd𝝈∗が与えられるため，式(9)の左辺第二項が解析の

途中で明示的に与えられる． 
d𝝈∗ = −𝝈∗ + 𝒄: (𝝐 + d𝝐∗) − 𝒇(𝝐 + d𝝐∗) (10) 

ただし， 
d𝝐∗ = 𝒇−1(𝒄: (𝝐 + d𝝐) − 𝝈∗) − 𝝐 (11) 

である．関数𝒇の逆関数の計算が必要であるため，繰返し計

算または近似が必要となるが，要素（積分点）における応

力とひずみの 6 自由度の計算であるため，全体系での非線

形解析に比べれば安定しやすいと考えられる．弾性テンソ

ルから構築した剛性行列のみを使用することで解析全体の

安定性も期待できる．なお，著者らが特に対象としてきた

大規模解析では，たとえ要素ごとの計算コストが増えたと

しても，線形ソルバによる計算が減るのであれば，全体の

計算コストの観点からは望ましい．要素ごとの計算はスケ

ールし易い点からも，大規模計算に適した解析手法であることが期待できる． 

３．提案手法の挙動確認 

一要素（1 m ×1 m ×1 m）のモデルを作成し，一軸の荷重を与える計算を行うことで，手法の挙動確認を

行なった．対象とするのは，相当応力と相当ひずみの関係に下記の Ramberg-Osgood型の方程式を当てはめた

ものである． 

𝜖 =
𝜎

𝐸
+ 𝜖0 (

𝜎

𝜎0
)
𝑛

 (11) 

𝜎および𝜖は相当応力および相当ひずみであり，𝜖0，𝜎0および𝑛は Ramberg-Osgood 型の方程式のパラメータで

ある．簡易な計算であるため詳細な設定は省略する．従来の手法による計算と提案手法による計算を行い，荷

重と変位の関係を重ねて描いたものを図 2に示す．2つの手法で解が一致する結果が得られた．複数の要素を

用いた検証も必要であるが，基本的な挙動は確認できたと考えられる．一方で，収束性（各ステップの繰返し

計算の回数）に関しては，現状，式(10)と式(11)に近似計算を使用しているため，ニュートン法に劣る状況であ

る．上式の高度化についても今後の課題である． 

４．まとめ  

線形化仮想応力を利用した非線形解析手法について提案し，簡単な挙動確認を行なった．今後，通常の構造

解析での安定性の検証および高速化の検討を実施する． 
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図 1 非線形解析のイメージ 

 

 

図 2 提案手法の挙動確認と検証 
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