
群積による格子構造の超並列固有値解析

大阪大学大学院 　学生会員 ○小笹山 翔
広島大学大学院 　学生会員 　吉田 啓悟
広島大学大学院 　正会員　 　有尾 一郎

1. はじめに

計算科学の研究が発展する中で，量子力学に基づく計算理

論1)は，新たな産業基盤として期待されている．コンピュー

タを用いて連続体力学の数値解を求める場合，離散化要素

のメッシュ分割などの多自由度の有限要素法を利用する．こ

の際に，離散化メッシュの自由度の増加に伴って行列計算

を必要とするが，行列サイズ・計算時間ともに加速度的に

増す．そしてこの行列計算の過程では全体行列をそのまま

計算し，「0成分」を多く含む部分に関してもそのまま計算

されている．また，有尾・隅田2)による群論を用いたブロッ

ク対角化 (BD)は，周期格子構造の隠れた対称性の解明と

して格子構造並列解析の理論を発表している．本研究では

量子科学計算用の Juliaを用いて，群積に基づくBDアルゴ

リズムによる並列固有値解析の計算効率の法則性を調べた．

2. Z2群積を用いたブロック対角化理論

本研究では FEM解析に鏡映変換と回転変換を利用する．

対称性を有する解析対象において群対称性を用い，対称変

換操作をすることで剛性行列の BDを考える．また，対角

化できた場合，対角ブロック成分のみに対し，計算を行う

ことが可能である．本研究では現在，「2n」の節点数を持ち，

対称性を有する構造物に対して，計算原理の適用，節点数

の拡張へと進めている．

3. 仮想仕事の原理と対称変換

仮想仕事の原理において群対称変換操作 gi ∈ Gを導入

し仮想変位の対称性を考える．仮想変位を対称変換し，そ

の変分を群論の既約な基底空間表現で考える．群積を用い

ることで周期格子の離散化要素の対称変換表現を利用する．

これらの変換則をひずみ行列や剛性行列の組立に適用する．

これにより群 G 作用下の変位の変分 δue に対するポテン

シャルエネルギー δΠは次のように組み込められる．

この対称変換操作の原理を振動方程式に適用する．多自
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Table 1 Analysis conditions

変数 変数説明 与値
α 係数 26

β 係数 9
γA�

g
質量行列の係数 1

ka 水平方向部材の剛性 1

kb 鉛直方向部材の剛性 1

由度系非減衰自由振動方程式M ẍ(t) + Kx(t) = 0から固

有値計算を行う．その際の剛性行列K,質量行列M は次の

ようである．本研究では Fig. 1に示す周期境界を有する

2i × 2j 格子モデルを扱う．解析条件をTable 1に示す．周

期境界条件を有する 2i × 2j 格子モデルの節点数の 2倍増加

に伴う固有値解の分布の推移，解の予測に着目する．

(1) 群論的仮想変位を用いた剛性行列の対角化

2つの節点の仮想変位 δue = {δui, δuj}T における対称

性を考える．Fig. 2(a)に示すトラスの初期節点変位から

対称性を持つ仮想節点変位の関係を

δwe = HTδue =
1√
2

⎡
⎣ 1 1

1 −1

⎤
⎦

⎧⎨
⎩ δui

δuj

⎫⎬
⎭ (1)

とする．群作用下の節点変位の変分 δueに対するポテンシャ

ルエネルギー δΠe(G)は次式のように誘導できる．

δΠe(G) =
∫

Ve

δεTσ dVe − δuT
e fe

=
∫

Ve

δεTEεdVe − δuT
e fe

=
∫

Ve

δuT
e BTEBu dVe − δuT

e fe

= (δuT
e H)

∫
Ve

(BH)TEBH dVe (HTue)

−(δuT
e H) HTfe

= δwT
e
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= δwT
e

(∫
Ve
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)
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Fig. 1 Lattice models
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(a) FEM Elements (b) Mode wi (c) Virtual δwi

Fig. 2 FEM model between two nodes(1 degree of freedom/1

node)
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(a) Matrix 23 × 24:M−1K (b) 23 × 24:HT
2nM−1KH2n

Fig. 3 M−1K to BDM image

Fig. 4 Enlarged view of block diagonalization

4. 数値結果
本研究ではFig. 1のような対称格子系モデルの固有値計

算を (1)直接計算M−1K(Fig. 3(a))，(2)ブロック対角化

変換利用HT
2nM−1KH2n(Fig. 3(b),Fig. 4)による計算に

おいて数値科学計算プログラム julia 1.83)を用いて，FEM

による固有値解を求めた．そして，固有値解の予測に着目

した．解の予測として 23 ×23格子モデルの固有値を基準と

する増分をTable 2にまとめた．今回，最大重複度となっ

た λn = 2.69230以外の解の重複度は一致した．2i × 2j 対

称格子モデルの 2倍増加に対して重複固有値の推定，確認

もされた．その結果を Table 2に示す．

5. 考察
Table 2 より最大 ρ となる λ = 2.69230(Hz2) 以外の

23 × 23格子モデルの固有値の ρはその後の 2倍増加モデル

に対しても同様であった．そして λ = 2.69230(Hz2)の ρに

Table 2 Increments with respect to the eigenvalues of the

23 × 23 lattice model
λn 23 × 23 23 × 24 24 × 24 24 × 25 25 × 25

8.23529 1 1 1 1 1

7.08312 4 4 4 4 4

6.08562 4 4 4 4 4

4.88372 4 4 4 4 4

4.15236 8 8 8 8 8

3.25141 4 4 4 4 4

2.69230 14 14 30 30 62

2.18715 4 4 4 4 4

1.55065 8 8 8 8 8

1.14754 4 4 4 4 4

0.63349 4 4 4 4 4

0.30435 4 4 4 4 4

≈ 0 1 1 1 1 1

合計 64 64 80 80 112

関して次の式で得られることが分かった．

ρ = 2n+1 − 2 (2)

ただし，n = min(i, j) for 2i × 2j，である。また，BD変換

後の行列成分において，特定の固有値の抽出を考えた．そ

の中で，今回は最大固有値の分布に特徴が表れ，本研究の

格子系モデルに関する最大固有値の得られる成分を一般化

すると次のようになった．

(行列成分) : (2k + 2, 2k + 2) (3)

ただし，k = max(i, j) for 2i × 2j，である．これらの結果

から，全固有値解析を施すことなく，解の予測が一部可能

となった．

6. 結語・今後の課題
1.多自由度の 2倍増加格子モデルに関して，23 × 23を基

準とする増分の予測，最大固有値の得られるブロック

の特定，BD変換の一部の形状予測を一般化すること

が可能となった．

2. Z2群によるBD変化の特性から重複度の予測と固有値

解析前における重解の予測が可能となった．

3.構造工学や固体力学分野で必要とされることの多い，最

小固有値から任意の個数の固有値抽出計算を効率的な

点として考えられる．
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