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1. 序論
有限要素法を用いたき裂の発生・進展およびその分岐現
象の数値解析を実現するために，様々な研究が行われてき
たが，任意き裂の発生および進展・分岐現象までを記述可能
な非局所連続体損傷モデルの 1つである「Phase-fieldき裂モ
デル 1)」が注目を集めている．先行研究 2)では，Phase-field
き裂モデルに有限被覆法（FCM）を適用することで，き裂
進展経路は変分原理に基づくエネルギー最小化問題として
求解し，進展した陰的き裂は FCMによって陽的に表現する
ことを実現した．本研究では，材料における亀裂の発生か
ら分離後の運動までを一貫して解析を行うため，先行研究
に対して Newmark β法を適用し時間離散化を行うことで，
動的破壊問題へと拡張を行う．
2. 解析手法
2.1 Phase-fieldき裂モデル

Phase-fieldき裂モデルでは，Phase-field 近似を用いて拡
散き裂を表す汎関数を定義することで，連続体内部におけ
る離散的なき裂面を近似的に表すことが可能となる．スカ
ラー変数である Phase-field変数 dが材料の損傷状態を表す
損傷変数として用いられ，本研究で用いる AT2モデルの場
合，拡散き裂は以下のような指数関数形で与えられる．

d (x) = exp
(
−|x|
lf

)
(1)

ここで，lf は拡散き裂の幅を表す正則化パラメータである．
弾性ひずみエネルギー密度と損傷エネルギー密度をそれ

ぞれ Ψe，Ψf とし，エネルギー密度関数を次式のように定義
する．

Ψ = Ψe (F, d) + Ψf (d,∇d) (2)

ここで，Fは変形勾配であり，初期および現在配置の位置
ベクトル Xおよび xを用いて，F := ∂x/∂Xと定義する．変
形及び損傷の支配方程式は，適当な外力エネルギー項およ
び運動エネルギー項を考慮した次のエネルギー変化率のつ
り合い式から得られる．∫

B0

Ψ̇dV +
∫
B0

ρ0ü · u̇dV =
∫
B0

B · u̇dV +
∫
∂B0

T · u̇dA (3)

ここで，Bおよび Tは連続体に作用する物体力と平面力ベ
クトルである．

2.2 有限被覆法による空間離散化
有限被覆法（FCM）3) では，計算の対象領域の補間関数
を定義する数学的領域（数学被覆）と物理量を定義する物
理領域（物理被覆）の 2つに分離して考える．これにより，
有限要素の形状とは無関係に，き裂や異種材料の任意の不
連続性を表現することが可能となる．
有限被覆法における空間離散化は，形式的には一般的な
有限要素法と同様であり，式 (3)から減衰項を含む変位場お
よび損傷場の残差力ベクトル RI

ui
，RI

d は次式のように与え
られる．
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ここで，N I は形状関数であり，ρ，g (d)，Gc，Heh4)は連続
体の質量密度，強度低減関数，破壊エネルギー，損傷を担
保するための履歴変数である．また，C · u̇は人工的な減衰
項である．なお，本研究では表面力は考慮しない．
2.3 Newmarkβ法を用いた時間離散化

Newmark β法は線形加速度法の拡張手法であり，任意の
2つのパラメータ β, γにより近似した式を用いて，動的問
題を時間方向に離散化する手法である．変位 u，速度 u̇，加
速度 üの関係は次式のように与えられ，式 (4)の加速度が
時間離散化される．

un+1 = un + ∆tu̇n +
∆t2

2
[
(1 − 2β) ün + 2βün+1

]
u̇n+1 = u̇n + ∆t

[
(1 − γ) ün + γün+1

] (6)

����

 !"���

 
!"
��

�

σ(t)

�
��

�

����

 !"���

 
!"
��

�

σ(t)

�
��

�

#$%��水平方向外力 #&%��鉛直方向外力
図– 1 形状・境界条件
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図– 2 Snapshots of the crack evolutions and post-separation movements in horizontal (upper) and vertical (lower) loads

3. 数値計算例
数値計算例を通して，提案手法の性能を検証する．L字
型の解析モデルを対象として，外力 σ(t) = σ0 · f (t)を水平・
鉛直方向に与える．σ0 = 15 MPaとし， f (t)は次式に示す
通りとする．また，解析モデルの形状および境界条件は図–
1に示すとおりである．

f (t) =


sin

(
π · t

0.005 s

)
, if 0 ≤ t ≤ 0.005 s

0, if 0.005 s < t
(7)

図– 2に変形履歴および Phase-field変数についてのコンター
図を示す．この図から，水平に外力を与えた場合と鉛直に
外力を与えた場合では，異なるき裂進展経路により部材が
分離されたのち，それぞれ物体力により落下している様子
が確認できる．水平方向外力では，部材の分離後は右方向
に等速直線運動しながら落下している様子が確認できるが，
鉛直方向外力では水平方向外力に比べ，き裂がより鉛直に
近い向きに発生しており，部材の分離後は回転しながら落
下していることがわかる．
また，動的破壊問題として数値解析を行なった本計算例
では，き裂進展経路において湾曲や分岐が発生しているこ
とが確認される．外力は物体内部を応力波として伝搬する
が，時間に依存して領域内の応力状態は変化しているため，
引張応力により発生するき裂は応力状態の時間変化に依存
しており，このようなき裂の湾曲や分岐が生じると考えら
れる．
これらの計算結果は，一般的な有限要素法で再現するこ
とが困難であり，提案手法がき裂の発生から分離後の運動
までを適切に追跡していることから，既往手法に対する提
案手法の優位性を主張することができる．

4. 結論
本研究では，任意の拡散き裂を表現する Phase-fieldき裂
モデルに有限被覆法を適用した離散き裂によるき裂進展問
題の解析手法について，動的解析問題へと拡張を行なった．
具体的には，運動エネルギーを含めたエネルギーのつり合
い式から，変位場と損傷場の支配方程式を導出し，有限被
覆法による空間離散化を行ない，Newmark β法を用いて時
間離散化をすることにより，動的破壊問題の解析を可能に
した．また，本手法の性能を確認するため，L字型解析モ
デルによる動的破壊問題の数値解析を実施した．結果とし
て，動破破壊問題におけるき裂の進展から分離後の挙動を
適切に表現できた．今後は接触・摩擦項の導入や，3次元問
題への拡張を課題とし，より精緻な構造物の破壊過程の予
測を行うこととする．
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