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1. はじめに
IGA（Isogeometric Analysis）

1) 2)
は医療分野，自動車

や精密機械の分野の数値解析において，近年盛んに研究と

適用が行われている手法である．IGAは CAD（Computer

Aided Design）の形状表現に用いられる Spline関数を基底

関数として用いるため，CAD で描いた形状モデルから直

接解析メッシュを作成することができる．そのため，メッ

シュの作成プロセスを削減でき，曲線等も形状誤差なく表

現することができる．

　本研究では，IGAを用いた流体-構造連成解析手法の構築

を目的とし，本報告ではその基礎的研究として，2次元非圧

縮性粘性流れのベンチマーク問題に対して NURBS関数を

用いた IGAを適用して解析を行い，三角形 1次要素を用い

た有限要素法による結果との比較を行った．また，計算精

度と安定性の観点から，補間に用いる NURBS関数の次数

と積分点数の差異による計算結果の比較も行った．

2. 数値解析手法
(1) 定式化

2次元非圧縮性粘性流体の支配方程式には，以下に示す無

次元化した Navier-Stokesの運動方程式と連続式を用いる．
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ここで，Ωは境界 Γで囲まれた解析領域であり，ui は流速，

pは圧力，Reはレイノルズ数である．

　 Dirichlet境界条件，Neumann境界条件はそれぞれ以下

のように表される．

ui = gi in Γg (3)
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ここで，Γg，Γh は，Dirichlet境界条件，Neumann境界条

件を表し，gi，hi はそれぞれの境界上で規定される流速と

トラクションである．また δij は Kronecker のデルタ，ni

は外向き単位法線ベクトルである．

支配方程式（1），（2）に対し，空間方向の離散化に

SUPG/PSPG 法に基づく安定化有限要素法を用い，時間

方向の離散化手法として，流速に対して二次精度である

Crank-Nicolson法を適用し，連続項の流速と圧力に関して

は陰的に取り扱う．また，移流速度 ūi は，式（5）に示す

2 次精度の Adams-Bashforth 法により陽的に近似を行い，

線形化する．

ūi =
3

2
un
i − 1

2
un−1
i (5)

以上により式（6）に示すような有限要素方程式を得る．
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ここに，M，A，G，D，Cはそれぞれ時間微分項，移流項，

圧力項，粘性項，連続項の係数行列を表す．添字 S，P は

SUPG項，PSPG項に起因する行列である．有限要素方程

式の解法としては反復解法である GPBi-CG法を用いる．

(2) NURBS
本研究では形状関数に用いる Spline 関数として，制御

点に付与される重みによって，少ない要素数で様々な形状

を表現することができる NURBS関数を用いた．二次元の

NURBS関数は，二方向の B-Spline基底関数と制御点に付

与される重み，制御点の位置ベクトルによって表現される．

B-Spline基底関数とは，式 (1)の Cox de Boorの漸化式に

よって定義される関数である．

p = 0の場合：

Ni,0 (ξ) = 1 if ξi ≤ ξ ≤ ξi+1

Ni,0 (ξ) = 0 otherwise

p = 1, 2, 3・・・の場合：

Ni,p (ξ) =
ξ − ξi

ξi+p − ξi
Ni,p−1 (ξ) +

ξi+p+1 − ξ

ξi+p+1 − ξi+1
Ni+1,p−1 (ξ)

(7)

ここで，N は ξ 方向の B-Spline基底関数，iは制御点番号，

pは B-Spline基底関数の次数，ξi はパラメータ空間の座標

KeyWords： Isogeometric Analysis, NURBS, Incompressible Viscous Flow, Navier-Stokes Equation

連絡先： 〒112-8551 東京都文京区春日 1-13-27 TEL : 03-3817-1815　 E-mail :a17.jjbr@g.chuo-u.ac.jp

CS5-18 令和4年度土木学会全国大会第77回年次学術講演会

© Japan Society of Civil Engineers - CS5-18 -



図 – 1 変数変換

であるノットであり，以下に示すようなノットベクトルと

呼ばれる一様増加する数列によって与えられる．

Ξ = (ξ1, ξ2,・・・ξn+p+1) (8)

ノットベクトルは，CADで描いた形状モデルから得られる

数列で，B-Spline基底関数と IGAにおける要素を定義する

パラメータである．式（7）で表される B-Spline 基底関数

を用ると，NURBS 関数の基底関数 Rp,q
i,j (ξ, η) と NURBS

曲面 S (ξ, η)は式（10）のように表される．

Rp,q
i,j (ξ, η) =

Ni,p(ξ)Mj,q(η)wi,j∑n
î=1

∑m
ĵ=1 Nî,p(ξ)Mĵ ,q(η)wî ,̂j

(9)
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n∑

i=1

m∑
j=1

Rp,q
i,j (ξ, η)Bi,j (10)

ここで，M はη方向の B-Spline 基底関数，j はη方向の

B-Spline基底関数の制御点番号，q はη方向の B-Spline基

底関数の次数，wi,j は物理空間の座標である制御点に付与

される重み，Bi,j は制御点の位置ベクトルである．

(3) IGAにおける変数変換
IGA では形状関数に Spline 関数が用いられるため，式

(9) で示した NURBS 関数を用いて，各要素での流速と圧

力，重み関数は式 (11)，(12)，（13）のように表現される．

ue
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nen∑
I=1

ReI (ξ, η)ui,I (11)
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ここで，nen は要素を構成している制御点の数である．ま

た，Spline関数は物理空間の関数ではなく，ノットというパ

ラメータ空間の関数であり，数値計算はパラメータ空間に

おいて行われる．そのため，物理空間 Ωe(x, y)とパラメー

図 – 2 解析モデル，境界条件

タ空間 Ωe(ξ, η) で変数変換を行う必要がある．また，変数

変換を施したことにより，解析的な積分が困難となるため

にパラメータ空間 Ωe(ξ, η)から親要素 Ω̂e(ξ̂, η̂)に変数変換

を行い，式（14）に示す Legendre-Gaussの積分公式によっ

て数値積分を行う．∫ 1

−1

∫ 1

−1

F (ξ̂, η̂)dξ̂dη̂ =

ngp∑
i=1
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ここで，ngpは積分点数，ξ̄i, η̄j は親要素における積分点の

座標，wi, wj は積分点の重みである．このように IGAでは

変数変換を二度施す必要がある（図-1参照）．ここで，パラ

メータ空間から親要素への変数変数は以下の式により行わ

れる．
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2
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3. 数値解析例
本報告では，図-2 に示すような円柱周り流れ問題を取り

上げ IGAにより解析を行い，従来の有限要素法による解析

結果と比較することにより構築した手法の妥当性と有効性

を確認した．また，形状関数の次数，積分点数による結果

の差異についても詳細に検討した．

4. おわりに
本報告では，NURBS関数を用いた IGAによる 2次元非

圧縮性粘性流れ問題の解析手法について述べた．補間に用

いる NURBS関数の次数と積分点数の差異による計算結果

の比較等については講演時に示す．
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