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1. はじめに 

 土木構造物の構造部材には直線部材だけでなく

曲線部材が扱われることも多い．しかし従来の有

限要素解析の場合，曲線部材を扱う際にも直線の

要素で細かく分割して解析を行うことが多く，形

状誤差の発生を伴う．従来の有限要素解析でも高

次要素を用いれば曲線を表現することも可能だが，

1 要素内の節点数が多くなり計算時間が増すなど実

用面での課題があるため 1)，一般的には低次関数や

直線の要素が用いられている．そこで，この問題

の解決策として，Hughes らにより提案されたアイ

ソジオメトリック解析 2)（以下 IGA）を土木構造物

の構造解析に適用することが有効であると考える．

IGA は近似関数の基底関数に，CAD の形状表現に

用いられる NURBS に代表されるスプライン関数を

採用することで，厳密な形状表現を可能にする． 

 有限要素解析で扱われる要素にははり要素，シ

ェル要素，ソリッド要素などがあるが，曲線でモ

デル化できるような細長い部材にははり要素が多

く用いられる．本研究ははりの長さに対して断面

が比較的大きい部材を対象として，ベルヌーイ・

オイラーの仮定に基づいた，NURBS を基底関数と

する 2 次元の曲線 IGA はり要素を構築した．そし

て，CAD 上で描いた自由曲線で片持ちばりの解析

を行った．  

 
2. NURBS 曲線と基底関数 

式(1)に示す NURBS 曲線は式(2)に示す NURBS

基底関数𝑅௜
௣(𝜉)とコントロールポイントの位置ベク

トル𝐁௜の線形結合で表される． 
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ここで，𝜉は軸方向に沿う座標値，𝑤௜は形状を制御

するためのコントロールポイントにおける重み，𝑝

は関数の次数， 𝑛はコントロールポイント数，

𝑁௜
௣(𝜉)は B-Spline 基底関数と呼ばれる再帰的な関数

であり，式(3𝑎), (3𝑏)で表される． 
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・𝑝 ≥ 1の場合 
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ここで，𝜉௜はノットと呼ばれるパラメータであり，

曲線上の要素の境界を表す局所座標値である． 

 
3．仮想仕事式と離散化式 

 式(4)に示す Slivker3)の曲線ベルヌーイ・オイラ

ーはりのひずみの定義を用いて，ベルヌーイ・オ

イラー仮定を適用した仮想仕事の原理 4)（式(5), (6)）

に代入し，  Galerkin 法に基づく有限要素法で離散

化した． 

 離散化式は NURBS が𝐶௣ିଵ連続であり，微分して

も要素間の連続性は自動的に保持されるという考

えから，未知変数にたわみ角を含まず式(7)のよう

に構成した．  

𝜀 = 𝑢ᇱ + 𝑘𝑣,    𝜅 = 𝜃ᇱ,   𝜃 = −𝑣ᇱ + 𝑘𝑢 (4)    
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ここで，𝑢は軸方向変位，𝑣は軸直交方向変位，𝑘は

曲率，𝜃はたわみ角，′は𝜉で 1 階微分した値，𝐿はは

りの全長，𝑁は軸力，𝑀はモーメント，𝑓௨は軸方向

の分布荷重，𝑓௩は軸直交方向の分布荷重， *は重み

関数，  ഥ は境界値,  𝜀は膜ひずみ，𝜅は曲げひずみ，

 𝐸はヤング率，𝐴は断面積，𝐼は断面二次モーメント

である． 

 
4．自由曲線で描いたはりの解析 

4.1 解析対象と解析条件 

 解析モデルと解析条件を図-1 に示す．CAD で自

由曲線を描き，自由端の軸直角方向𝜂に集中荷重を

与える解析を行った．境界条件は片持ち梁とした．

ヤ ン グ 率 は 𝐸 = 2.1 × 10ଵଵN/mଶ ， 断 面 積 は 𝐴 =

0.02mଶ,断面二次モーメントは𝐼 = 1.667 × 10ିହmସと

した．また，解析メッシュおよび曲率分布を図 -2

に示す．描画した NURBS 曲線は 3 次 4 要素である．

図中の△はノット（式(8)），〇はコントロールポイ

ント（表-1）を表す．図 -2 より，自由曲線の曲率
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は場所により異なっているため，式(4)の曲率𝑘は積

分点ごとに異なる値を与えた． 

Ξ = {0,0,0,0,1,2,3,4,4,4,4} (8) 

 また，仮想仕事の原理（式(5)）の要素係数行列

の計算には数値積分（ガウス求積法）を用い，全

ての解析ケースで積分点数を 10 点とした．  

 
4.2 直線要素との形状誤差の比較  

 NURBS を基底関数に用いた本研究は，要素数は

わずか 4 要素であるが厳密な形状のまま解析を行う

ことができる．それに対して従来の有限要素解析

は，自由曲線を解析するためには多くの要素数が

必要となる．ここでは解析対象の自由曲線を直線

要素で折れ線近似した．16,32,64 要素を用いた場合

を対象に，式(9)を用いてはり全体を 200 分割した

あと厳密形状との形状誤差を算出した． 

෍ ට൫𝑥௔ − 𝑥௔,ே௎ோ஻ௌ൯
ଶ

+ ൫𝑦௔ − 𝑦௔,ே௎ோ஻ௌ൯
ଶ

௠
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(9) 

ここで，𝑚は分割数（今回 200 とした），𝑥௔ , 𝑦௔は直

線要素を 200 分割した箇所におけるメッシュ上の

座標値，𝑥௔,ே௎ோ஻ௌ，𝑦௔,ே௎ோ஻ௌは NURBS 曲線を 230 分

割した箇所における曲線上の座標値である．  

 形状誤差の結果を図-3 に示す．16 要素を用いた

ときには形状誤差の和が 1m 以上に，そして 64 要

素を用いたときには 0.1m 程度になった．このよう

に，本研究のはり要素は少ない要素数で形状を厳

密に表現できることを目的とする．  

 
4.3 解析結果 

 方程式（式(5)）を解いて得られた解を式(7)に代

入し，変位の関数を得た．変位の関数は u,v 方向の

変位であるため，x,y 方向に座標変換を行い，変形

前後の形状を比較した結果を図-4 に示す．自由端

に鉛直下向きの荷重を載荷したため，下方に曲線

がたわんでいることがわかる．一方で，このよう

な自由曲線の厳密解を得ることは難しいため，精

度検証については今後の課題とする． 

 
5．まとめ  

 本研究は細長い曲線部材のアイソジオメトリッ

ク解析のために，2 次元平面において変位のみを未

知変数に有する曲線ベルヌーイ・オイラーはり要

素を構築し，CAD 上で描いた自由曲線で片持ちば

りの解析を行った．本研究で対象とした自由曲線

は従来の直線要素で離散化する場合と比べ少ない

要素数で厳密な形状を表現できることを確認した．

また，アイソジオメトリック解析で曲線はりの解

析をすることができた．今後精度検証を行う． 

  
 図-1 解析モデル    図-2 解析メッシュと 

   と境界条件        曲率分布  

表-1 コントロールポイントの位置ベクトルと重み 
i 1 2 3 4 5 6 7 
x i  0.0 0.0 0.4 0.4 0.8 0.8 1.0 
y i  0.0 0.6 0.0 1.0 0.0 1.0 1.0 
w i  1.0 0.3 0.5 0.6 0.7 0.8 1.0 

         
図-3 直線の要素との形状誤差の大きさ 

 
図-4 変形図  
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