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１．緒言  

 SPH，MPS などの粒子法では，一般的に着目粒子から

近傍粒子までの距離に応じた固定したカーネル関数

（重み関数の一種）を使った内挿近似を行うため，規則

的な粒子配置の場合のみ，計算精度が担保される．粒子

配置が乱れるほど近似精度が低下するため，粒子配置

が規則的な状態へと再配置を行う粒子のシフティング

法と，粒子の乱れに応じた近似モデルの補正の併用が

高精度化に繋がる．勾配モデルの補正については広く

用いられているのに対し，2 階微分の離散近似モデルで

は補正が与えられることがほとんどない． 

そこで本研究では，Taylor 展開の 2 次の項までを満足

する 2 階微分モデルの提案とその精度検証を行った．

また，高精度化の一環として粒子配置を規則的な状態

へと再配置を行う粒子のシフティング法の動作確認を

行った． 

 

２．高精度な離散微分モデルの導出 

２．１．一般的なモデルの問題点 

標準的な SPH 法の離散微分モデルでは，離散化前の

積分形式でのみ成立する近似，あるいは離散化後の規

則的な粒子配置でのみ成立する近似を使った導出をす

るため，導出された離散微分モデルの打切り誤差の評

価が困難であった．そこで本研究では，離散微分モデル

として，Taylor 展開の 2 次の打切り誤差に留めた近似が

成立するモデルを提案する． 

２．２．勾配モデル 

 勾配補正モデルは Taylor 展開の 1 次の打切り誤差を

保証するため，勾配補正行列𝑳を定義し，標準的な勾配

モデルに補正行列を作用することで高精度化を実現し

ている． 
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 (2)  

𝑉𝑗は𝑗粒子の代表体積，𝜙𝑖は𝑖粒子の物理量(𝜙𝑖𝑗 = 𝜙𝑗 −

𝜙𝑖)，𝑤𝑖𝑗は𝑗粒子の𝑖粒子に対する重み，𝒓𝑖は𝑖粒子の位置

ベクトル(𝒓𝑖𝑗 = 𝒓𝑗 − 𝒓𝑖)を示す．𝑅は Taylor 展開の剰余

項であり，この場合は 2 次以上の高次項となる．つま

り，上記の勾配補正モデルは 2 次の項以上の高次の項

を無視した 1 次精度のモデルである． 

２．３．２階微分モデル 

 先の勾配補正モデルは，Taylor 展開の 2 次の項以上の

剰余項を含んでいたことを踏まえ，離散近似した勾配

補正モデルを代入した後でも Taylor 展開の 2 次の打切

り誤差に留めるように，2 階微分の離散近似モデルを導

出した．2 次元の場合，この補正 2 階微分モデルは次式

となり，式(3)の左辺に含まれる係数行列の逆行列を求

めることで 2階微分をそれぞれ評価することができる． 
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 (3)  

ただし，𝒒𝑖𝑗と𝒑𝑖𝑗は次の式で定義される． 

𝒒𝑖𝑗 ≔ [𝑥𝑖𝑗
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𝒑𝑖𝑗 ≔ [𝐴(𝑥, 𝑥) 𝐴(𝑦, 𝑦) 𝐴(𝑥, 𝑦)]𝑇 (5)  
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３．微分可能な既知関数による離散微分評価の誤差評

価  

３．１．数値実験の概要 

精度検証は，一般的なラプラシアンモデルである

NORMAL と既往研究 1)で提案されている 3 つのモデル

NAIVE(2*)，SUM(2*)，INVERSE(2*)，式(3)の係数行列

の近似数を変化させた 3 つのモデル NAIVE(2)，SUM(2)，

PART_INVERSE(2) ， 提 案 モ デ ル で あ る

FULL_INVERSE(2)の計 8 つのモデルの比較を行った．
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ここで，(2*)は混合微分を除いて導出されたモデル，(2)

は混合微分を含めて導出したモデルである．  

検証は式(7)に示す関数を理論解とし，規則的な粒子

配置と乱れを与えた場合で行った．また誤差評価関数

は RMSE（Root Mean Squared Error）とした． 
𝜙(𝑥, 𝑦) = sin(𝜋𝑥) sin(𝜋𝑦)        (0 ≤ 𝑥, 𝑦 ≤ 2) (7)  

３．２．数値実験の誤差評価 

検証結果を図-1，図-2 に示す．一般的なラプラシアン

モデルである NORMAL では，乱れの有無に関わらず収

束性は見られなかった．また，乱れがある場合，混合微

分を除いたモデル(2*のシリーズ)の間では大差はなく，

混合微分を含めたモデル(2 のシリーズ)では導出時の近

似が少ないほど高精度なモデルであることが確認でき

た．続いて，FULL_INVERSE(2)より導出した混合微分

においても同様の検証を行った．その結果，混合微分に

おいても提案モデルと同程度の精度が得られた． 

 

 

   
(a) 乱れなし (b) 乱れあり 図-2. 混合微分 

    の結果 図-1. ラプラシアンの結果 

 

４．シフティング法と高精度離散微分モデルを併用し

た流体解析 

４．１．解析手法・モデル 

 ここでは，非圧縮性流体を ISPH（ Incompressible 

Smoothed Particle Hydrodynamics）法で解いた際の性能を

確認する．微分可能な既知関数を用いた精度検証の結

果より，高精度離散微分モデルであっても，粒子配置の

わずかな乱れにより精度の低下が生じることが確認さ

れた．そのため，粒子配置を規則的な状態へと近づける

PS（Particle Shifting）法を併用した際の性能を評価した．

解析はキャビティ流れを対象とし，解析モデルは一辺

を 100  (cm) とした正方形流体で，初期粒子配置は一

辺が100  粒子の正方格子状の均等配置とした．壁面は

非すべり条件とし，上壁に壁面速度  𝑢𝑤𝑎𝑙𝑙 = 100 

(cm/sec) を与えた．この際レイノルズ数 Re  が1000と

なるよう各種パラメータを調節した．また理論値とし

て Ghia et al. (1982)2)を採用した． 

 図-3 に示す解析結果を見ると，一般的なモデルに比

べ提案モデルである FULL_INVERSE(2)において理論

値に近い値をとっていることが確認できるが提案モデ

ルでの結果と理論値を比較すると，大きな差が生じて

いる．これは本研究において，壁面の境界条件として仮

想マーカーを利用した方法を採用しており，壁面境界

におけるノイマン境界条件を厳密に満たしていないた

め上記のような差が生じたと考えられる． 

  
(a) 水平方向の流速

（x/L=0.5） 
(b) 鉛直方向の流速

（y/L=0.5） 

図-3 定常状態での解析結果 

 

４．結言 

 本研究では，空間 2 次精度を有する SPH 法用の高精

度な離散微分演算モデルを導出し，シフティング法と

併用化した高精度流体解析法を提案した．提案モデル

はラプラシアンのみでなく，2 階微分をそれぞれ評価す

ることができるため，異方性を有する問題，あるいは座

標変換が必要となる数値解析法への展開も可能である． 

本研究で実施した流体解析では提案モデルの優位性

が確認できたが理論値との比較による妥当性は確認で

きなかった．そのため，壁面境界条件を最適化したのち

提案モデルの妥当性確認を実施し，さらに，他のモデル

においても同様の検証を行い，計算コストの兼ね合い

からも最適な離散微分モデルの検討を行う予定である 

参考文献  

1) Josip Basic, Nastia Degiuli, Dario Ban: A class of 

renormalised meshless Laplacians for boundary 

value problems, J. Comput. Phys., Vol.354 

pp.269-287, 2018. 

2) U. Ghia, K. N. Ghia, C. T. Shin: High-Re Solutions for 

Incompressible Flow Using the Navier-Stokes Equations 

and a Multigrid Method, J. Comput. Phys., Vol.48 

pp.387-411, 1982. 

NAIVE(2)
SUM(2)
PART_INVERSE(2)
FULL_INVERSE(2)

乱れなし
NORMAL

NAIVE(2*)
SUM(2*)
INVERSE(2*)

1.E-05

1.E-04

1.E-03

1.E-02

1.E-01

1.E-03 1.E-02 1.E-01

RM
SE

 (
-)

  直 ( - )

1.E-05

1.E-04

1.E-03

1.E-02

1.E-01

1.E-03 1.E-02 1.E-01

RM
SE

 (
-)

  直 ( - )

既 モデル

  モデル

1.E-05

1.E-04

1.E-03

1.E-02

1.E-01

1.E-03 1.E-02 1.E-01

R
M

SE
 (

-)

  直 ( - )

 Ghia et al. (1982)
 NORMAL
 FULL_INVERSE(2)

 Ghia et al. (1982)
 NORMAL
 FULL_INVERSE(2)

I-146 令和4年度土木学会全国大会第77回年次学術講演会

© Japan Society of Civil Engineers - I-146 -


