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1. はじめに
移動境界問題に対して，高精度な解析が可能な手法とし

て，ALE法と Space-Time法1)
が挙げられる．著者らは，時

間・空間領域に対し有限要素法により離散化を行う Space-
Time有限要素法に着目し，これまで浅水長波方程式に対す
る適用を行ってきた．

2) 3)

本報告では，Space-Time有限要素法を浅水長波方程式に
適用し孤立波伝播問題での解析を行った．また，時間方向

に差分法を用いる手法との比較により，Space-Time有限要
素法の精度検証を行った．

2. 数値解析手法

(1) 基礎方程式

基礎方程式として，以下のような浅水長波方程式を用

いる．
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各ベクトル，各マトリックスは以下のようになる．
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ここで，H は全水深，hは静水深，ηは水位変動量，cは波

速，z は河床高さである．また，Uは未知項，Rは勾配,摩
擦項，Ai は移流項，Kij は拡散項，ui は各方向の流速，g

は重力加速度，ν は渦動粘性係数，nはマニングの粗度係数

である．

(2) Space-Time有限要素法
Space-Time法は，空間と時間の双方に対して有限要素法
を適用する手法であり，時間・空間領域（Space-Time slab）
毎に独立に離散化を行う．Space-Time slab とは，図-1 に
示すように，時刻 tn での空間領域 Ωn と時刻 tn+1 での空

図 – 1 Space-Time slab

間領域 Ωn+1 を連結したものであり，ここで t+n と t−n+1 で

の ±は slab内での上下を表している．その後，各々一つ前
の Space-Time slabの情報をもとに slab内での節点におけ
る未知量を求め，時間進行していく方法である．このため

時間刻み毎のメッシュ同士が幾何学的に連続である必要は

ない．

(3) 定式化

式 (1)に対し，Space-Time slab毎に有限要素法の適用を
行う．いま，t+n と t−n+1 に囲まれた領域に着目して，時間方

向の不連続量を含む形を考えると次式のようになる．

∫ tn+1

tn

∫

Ω

U∗(
∂U
∂t

+ Ai
∂U
∂xi

) + (
∂U∗

∂xi
Kij

∂U
∂xj

)dΩdt

+
∫

Ω

(U∗)+n ((U)+n − (U)−n )dΩ

+
nel∑

e=1

∫ tn+1

tn

∫

Ωe

τAT
i (

∂U∗

∂xj
)(

∂U
∂t

+ Ai
∂U
∂xi

− R)dΩedt

+
nel∑

e=1

∫ tn+1

tn

∫

Ωe

δ(
∂U∗

∂xi
)(

∂U
∂xi

) =
∫ tn+1

tn

∫

Ωe

U∗ · RdΩedt

(2)

ここに，左辺第 1 項は通常の Galerkin 項，第 2 項は時刻
t = tn における解の連続性を弱く要求するものであり，第 3
項は SUPG法による安定化に寄与する項である．また，第
4項は衝撃捕捉項である．ここで τ，δ は安定化パラメータ

である．また，時間・空間共に一次で補間を行うと，未知関

数，重み関数は以下のようになる．
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KeyWords： 浅水長波方程式，Space-Time有限要素法，孤立波伝播問題

連絡先： 〒112-8551 東京都文京区春日 1-13-27 TEL. 03-3817-1815 Email : a16.jffy@g.chuo-u.ac.jp

CS5-08 令和3年度土木学会全国大会第76回年次学術講演会

© Japan Society of Civil Engineers - CS5-08 -



図 – 2 streetらによる水理実験モデル

図 – 3 孤立波の伝播の様子

ここで，Nj(xi)は空間方向の補間関数，Θ1，Θ2 は時間

方向の補間関数である．　

3. 数値解析例
数値解析例として孤立波伝播問題を取り上げ，空間方向

の離散化に SUPG法を用いた安定化有限要素法，時間方向
の離散化に差分法 (Crank-Nicolson法)を用いた場合と，時
間増分∆tを変化させて比較を行う．

(1) 解析条件

本研究では，図-2 に示す，street らによる水理実験モデ
ル

4)
で解析を行った．解析メッシュは,分割幅 0.1のユニオ

ンジャックの構造格子メッシュである．時間増分はそれぞ

れ，Case1:∆t=0.005s，Case2:∆t=0.01s，Case3:∆t=0.1s
の 3 パターンで比較を行う．また，境界条件は，境界の法
線方向の流量が 0になるような Slip条件を与えた．

(2) 解析結果

図-3 は時間増分 Case1 での孤立波の伝播の様子である．
また，各 Case において，実験解との定量的な比較を行っ
た．本研究では，図-2 に示す赤破線位置での無次元化し
た水位変動量の時刻歴を比較した．図-4，図-5 に示す通
り，Case1，Case2での解析では Crank-Nicolson法,Space-
Time 法共に，実験解と概ね定量的な一致を示し，両手法
ともに精度良く解析が行えていることが分かる．しかし，

Crank-Nicolson法では時間増分を大きくすることで，図-6
に示すような Case3では大きく数値振動が生じてしまって
いる．対して，Space-Time法ではピークの減衰はあるもの
の，まだ実験解と概ね一致していることが分かる．　

．4. おわりに
本研究では，Space-Time有限要素法を浅水長波方程式に
適用し，差分法との比較を行うことで精度検証を行った．

図 – 4 解析結果　時間増分 ∆t = 0.005

図 – 5 解析結果　時間増分∆t = 0.01

図 – 6 解析結果　時間増分 ∆t = 0.1

　 Space-Time 有限要素法は時間方向の安定性が高い手法
であり，時間方向に Crank-Nicolson法を用いる手法に比べ
て大きい時間増分量を用いても精度よく解析が行えること

を確認した．

　今後の課題として，移動境界を考慮した浅水長波流れ解

析への適用などが挙げられる．
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