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１．目的  

 亀裂進展解析における破壊靭性値としてエネルギ解放率が汎用

されている．しかし，弾塑性材料に対するエネルギ解法率を求め

ることは各荷重段階でのエネルギ解放率を計算する必要があるこ

とから現実的ではない．本研究では通常弾塑性材料と仮定される

地盤材料への破壊力学の適用を目的とし，C.Yatomi によって提案

された弾塑性材料にも適用可能な仕事変化率 1)を破壊靭性値とし

て用いるための基礎検討を行う．著者らは直進亀裂進展時に仕事

変化率が E 積分 1)によって経路独立に求まることを数値解析的に

示した 2)．しかし，亀裂進展方向に対する検討は行われておらず，

自明な亀裂進展方向に対して仕事変化率が最大となるかなどの基

礎的な検討も行われていない．そこで，本研究では基礎検討とし

て，引張荷重下にて直進進展すると考えられる初期亀裂に対して

折れ曲がり瞬間後の仕事変化率を求め，この最大方向が直進方向

と一致するかを確認した．具体的には，Drucker-Prager 弾塑性モデ

ル（DP モデル）を利用し，拡張有限要素法(X-FEM)と E 積分を用

いて初期亀裂からの進展亀裂の角度を変え，各角度について仕事

変化率を求めて亀裂進展方向について検討している． 

２．解析方法  

 本研究で用いる仕事変化率とは，初期亀裂と進展後の亀裂に対

して同一荷重に至るまでに必要な仕事量の亀裂長さの違いによる

差として定義される．仕事変化率の算出には次式に示す E 積分を

用いる． 
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ここで，tは表面力，uは変位，β は荷重パラメータ，ℓ は亀裂長

さを意味する．解析に用いたモデル及び積分経路を図-1 に示す．

平面ひずみ条件下にある無限板を縦横 50m と中央亀裂 6m として

モデル化した．要素幅と要素高は 2m と 0.1m を用い，亀裂付近で

は 0.1m とした．要素数は 14,641，節点数は 14,400 である．荷重

は物体上下縁に最大主応力 σ1=1MPa を与えた．また，E 積分の積

分経路は物体境界とした．進展亀裂は初期亀裂に対して 1 要素分

進展させており，その先端を要素辺上とする．初期亀裂に対して進展亀裂は 0°から 5°ずつ上昇させ（図-2）， 
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図-1 解析モデルと積分経路 

 

図-2 初期亀裂と進展角度 

表-1 解析パラメータ 

 

 

図-3 弾性体による精度検証 
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Paramter Stude Case Name σe[MPa] H [MPa] β [-]

Case 1 1 50 0.3

Case 2 0.1 50 0.3

Case 3 1 0.1 0.3

Case 4 1 10 0.3

Case 5 1 30 0.3

Case 6 1 50 0.3

Case 7 1 50 tan(20°)

Case 8 1 50 tan(25°)

Case 9 1 50 tan(30°)

σe

H

β

0 10 20 30 40 50
0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

kinking angle  (Degree)

W
o

rk
 d

if
fe

re
n

ce
 r

at
e/

E
n

er
g

e
 r

el
ea

se
 r

at
e

in
 a

n
 e

la
st

ic
 m

at
er

ia
l 

at
 0
°

Numerical analesis
Wu's result

CS5-03 令和3年度土木学会全国大会第76回年次学術講演会

© Japan Society of Civil Engineers - CS5-03 -



仕事変化率が最大値を取る角度を検討する．ヤング率 50MPa，

ポアソン比 1/3 とし，DP モデルのパラメータの初期降伏応力 σe，

硬化係数 H，ダイレイタンシー係数 β については表-1 に記す． 

３．弾性解析 

図-3に弾性解析の X-FEM による数値解と Wu の半理論解 4)を

示す．図-3 縦軸は進展角度 0°の理論解で除している．図-3 に

示すように 35°程度まででは定性的に良い一致を示しており，X-

FEM のモデル化に問題はない． 

４．初期降伏応力によるケーススタディ 

 解析結果を図-4 に示す．横軸は亀裂進展角度，縦軸は弾性体

の進展角度 0°の解析結果で除して無次元化している．図より，

σe によらず仕事変化率の最大値方向は 0°であることが分かる．

また，σe が小さいほど仕事変化率は大きい．これは作用荷重が一

定であるために，σe が小さいほど塑性領域が広く，仕事量の差が

大きくなったためである．この効果により，塑性の影響を考慮し

た延性破壊が表現可能であると予想される．  

５．硬化係数によるケーススタディ 

 解析結果を図-5 に示す．前節と同様に H による仕事変化率の

最大方向は 0°を示した．また， H が小さい場合には塑性領域が

広くなるために，H が小さいほど仕事変化率は大きい． 

５．ダイレイタンシー係数によるケーススタディ 

 解析結果を図-6 に示す．他の解析結果と同様に β によらず 0°

で仕事変化率が最大となった．また，β が大きくなると仕事変化

率が大きくなるのは，DP モデルでは引張側は β が大きいほど塑

性化しやすくなるためである． 

６．まとめ  

 本研究では X-FEM 及び E 積分を用い，引張荷重下にて直進進

展すると考えらえる初期亀裂に対して，折れ曲がり瞬間時の仕

事変化率を求め，その最大方向について検討した．その結果，以

下の知見を得た． 

・σe，H，β のパラメータスタディの結果から仕事変化率の最大方向は 0°となり，亀裂の直進進展を表現する

ことができることを確認した． 

・パラメータスタディの結果から，塑性域の広さや塑性の程度によって仕事変化率が大きくなることが分かっ

た．これにより，塑性効果を考慮した延性破壊を表現できる可能性が示唆された． 

今後は解析モデルを一軸圧縮試験に用いる供試体サイズとして解析を行うことで，破壊方向について実験結

果との比較を行い，破壊靱性値を求める． 
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図-4 σyによる仕事変化率の違い 

 

図-5 硬化係数による 

仕事変化率の違い 

 

図-6 ダイレイタンシー係数による 

仕事変化率の違い 
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