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1. はじめに
土木構造物に対して有限要素解析を行う場合， 一般的

には CAD により得られた形状モデルに対して，有限要素

メッシュを作成することになる．この際，形状モデルは有

限要素法で用られる形状関数によって近似されるため，曲

線や曲面部分においては CAD により作成された形状と一

致しない問題が発生する．近年，この問題点を解決する手

法として，Hughesらにより提案された IGA(Isogeometric

Analys)
1)
が注目を浴びている．この手法は CADの形状表

現に用いられる Spline関数を形状関数に用いるため，CAD

で描かれた形状モデルを完全に表現して解析することが可

能であり，形状近似の誤差を排除することができる．また，

CADによる形状作成から有限要素解析までをシームレスに

行える長所がある．

そこで本研究では，流体‐構造連成解析に IGAを適用す

るための準備として，梁の動的弾性解析に IGA を適用し，

メッシュ依存性について検討を行った．

2. 数値解析手法
(1) NURBS
本研究では形状関数に用いる Spline関数として，制御点

に与えられる重みにより，少ない制御点数で様々な形状を表

現できる NURBS関数を用いた．制御点とは形状を表現す

るための物理空間上の点である．NURBS 関数は式 (1) に

示すよう，三方向の B-Spline 基底関数により表現される．

なお，B-Spline基底関数は式 (2)のように表現される．
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ここで，ξ, η, ζ はパラメータ空間の座標であるノット，i, j, k

は ξ, η, ζ 方向の B-Spline 基底関数を表現する制御点の番

号，p, q, r は各方向の B-Spline基底関数の次数，n,m, lは

各方向の制御点数，wi,j,k は各制御点の重みである．なお ξi

は CAD形状から得られるノットベクトルの値で，IGAで

はこのノットベクトルの非ゼロ区間で要素が定義される．

(2) 空間方向の離散化

動的弾性解析における支配方程式は以下に示す，運動中の

平衡方程式，応力ひずみ関係式，ひずみ変位関係式である．

なお，本研究では物体力と減衰を考慮しないものとする．

−ρd̈+ ∂Tσ = 0 (3)

σ = Dϵ (4)

ϵ = ∂d (5)

ここで， ρは密度，dは変位，σ は応力，D弾性係数行列,

ϵはひずみである．従来の有限要素法と同様に，支配方程式

に対して仮想仕事の原理を適用し，各要素で NURBS関数

を用いて変位と重み関数を補間することで式 (6)を得る．
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ここで，d∗T
e は重み関数，Ωe は要素領域，Be は B マト

リックス，Γe は要素境界，te は表面力である．ここで形

状関数である NURBS関数は物理空間の関数ではなく，パ

ラメータ空間の関数であるので，変数変換を施す必要があ

る．また，積分を親要素で数値積分によって行うためにパ

ラメータ空間から親要素にもう一度変数変換を施した上で，

左辺行列と右辺ベクトルを作成し，要素全体で重ね合わせ

る．これにより空間方向に離散化された式 (7) を得る．な

お，本研究では数値積分に Gauss求積法を用いた．

Md̈+Kd = F (7)

ここで，M は質量行列，K は剛性行列，F は外力ベクト

ルである．

(3) 時間方向の離散化

ニューマークのβ法を用いて時間方向の離散化を施す．

従って，加速度は以下のように表される．
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ここで，n は現在の時間ステップ，∆t は時間増分である．

式 (7)に式 (8)を代入することにより，式 (9)を得る．( 1
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式 (9)を解くことにより，次ステップの変位を求めていく．

なお，本研究では β = 1
4 とした．
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図-1 解析条件

図-2 解析メッシュ

3. 数値解析例
円柱の片持ち梁における振動解析を取り上げる．

(1) 解析条件

解析条件は図-1 に示す片持ち梁で，解析メッシュは図-2
に示す三通りのメッシュを用いる．メッシュ aは断面の円

が 1要素，メッシュ bは断面の円が 4要素，メッシュ cは断

面の円が 16要素で，円柱の長さは全て 20分割である．ま

た，B-Spline基底関数の次数は全方向二次である．まず，こ

れらのメッシュを用いて Gauss 求積の積分点数を 2～6 ま

で変更して弾性解析を行い，先端に与えた荷重を除荷した後

の梁の振動解析を積分点数を 6として各メッシュで行った．

なお，時間増分∆tは 1.0× 10−4sで 0.03sの解析とし，本

解析における梁先端の最大変位の理論解は 6.505× 10−4m，

周期の理論解は 0.014sである．

(2) 解析結果

表-1に各メッシュで積分点数を変えた時の弾性解析で得
られた鉛直方向の最大変位を示し，図-3に解析結果と理論
解との相対誤差を示す．なお，積分点数が 2 点の場合はい

ずれのメッシュでも解が発散した．断面の円を 1 要素で表

現したメッシュ a は積分点数を変えると，解が安定してお

らず，断面を細分化したメッシュ b,cでは積分点数を変えて

も解が安定していることが確認された．このことから，解

析領域を少ない要素で完全に表現できる IGAでも，安定し

て高精度に解析するためには，要素の細分化を施す必要が

あるといえる．そして図-4およびに表-2に各メッシュで積
分点数を 6 とした時の振動の様子と最大変位，変位の相対

誤差，周期，CPUTime を示す．いずれのメッシュでも正

しく振動解析を行えていることが確認できる．また，メッ

シュ c では b に比べて 6 倍以上の CPUTime を要したが，

相対誤差が 0.3%程の差しかなかったことから，本解析では

断面を 4分割することで十分な精度を得られたといえる．

表-1 各ケースにおける鉛直方向の最大変位 [m]

図-3 鉛直変位の解析結果と理論解との相対誤差

表-2 積分点数 6 での各メッシュにおける振動解析の結果

図-4 積分点数 6 での各メッシュにおける振動の様子

講演時には，解析ソフトによって二次要素を用いた有限

要素法で解析した時の結果との比較を示す．

4. おわりに
本研究では，円柱片持ち梁の三次元動的弾性解析に対し

て IGAを適用し，メッシュ依存性について検討を行ったこ

とで，以下の結論を得た．

• IGAでは断面の形状を一要素で近似して解析を行う

ことが可能であり，メッシュ分割を増やすことで精

度が向上する．

• 断面を 4 分割することで相対誤差が 1% 程度で解析

を行うことが可能である．

今後は，通常の有限要素法解析との比較を行うとともに，

流体構造連成解析を行う予定である．
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