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1. はじめに
走行列車と軌道系の動的応答特性の把握は，設計や管理

の上で重要である．なお，列車走行時における主な振動は，

レール・車輪間凹凸によるものと，まくらぎで離散支持さ

れたレールの見かけの支持剛性に起因するパラメータ加振

によるものからなる．前者はランダムな凹凸の影響を受け

るため，本来確定論的な評価ができない．そこで，著者ら 1)

はレール凹凸を定常ランダムな波形と見なし，所定の距離

相関を与えることで，振動特性を応答期待値で直接求める

手法を構築した．本研究では，無限周期軌道と走行台車と

の連成系を対象に，振動源近傍のレールと台車車輪につい

て，レール凹凸が周波数応答期待値に及ぼす影響を調べる．

2. 解析モデルの導出
図 1に示すような，レールに定常ランダムな凹凸 r(x)を

設けた軌道・台車連成系モデルを対象とする．一定速度 V

で走行する台車を台車枠と車輪で構成する．なお，台車枠

は剛体で与え，車輪軸距 xw で配置した前後車輪は質点で

モデル化する．また，台車枠には静的荷重 P が作用するも

のとする．レールは，間隔 Lでまくらぎにより離散支持さ

れた無限長の Timoshenkoばりで表現する．まくらぎを質点

で表し，まくらぎを支持する軌道パッドとまくらぎ下パッ

ドは，周波数域の定式化において複素剛性で与える．

3. 解析手法の導出
レールの運動方程式を時間について Fourier変換する．さ

らに，この運動方程式やレール凹凸，台車枠・車輪間およ

び車輪・レール間の接触力を位置 xの関数で表し，xにつ

いてまくらぎ間隔 Lの下で Floquet変換 2) する．ある関数

g(x)の Floquet変換 g̃(x̃)は次式のように級数展開できる．

g̃(
x̃

V
, κ) =

∑
n

gi(κ)e
−iZnx̃, Zn =

2nπ

L
+ κ (1)

ここで,x̃は (0,L)間の実数，κは Floquet波数である.

Floquet変換した上述の諸方程式より，レール・車輪間接

触力，レール凹凸，静的荷重の展開係数 fi(κ)，ri(κ)，Pi(κ)

に関する次の無限連立方程式を導出する．

[A(κ)]{f(κ)} = [B(κ)]{r(κ)} −K{P(κ)} (2)

ここで，K はレール・車輪間バネや台車構成などから定ま

る係数である．
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図 1 軌道・台車連成系

式 (2)を {f}について解き，レールたわみおよび車輪変
位の展開係数に代入する．さらに，逆 Floquet変換を介する

ことで，まくらぎ１区間内の点 x̃におけるレールたわみの

エネルギースペクトル密度 (ESD)，および車輪加速度のパ

ワースペクトル密度 (PSD)の期待値 Eu と Ew が次式の様

に導出される．
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ここで，αn，β，Cn，bnは式 (2)より求めたレールたわみ

や車輪変位解に関する係数，Sr はレール凹凸の PSD，δは

デルタ関数である．

式 (3)より，Eu，Ew がレール凹凸に起因する項とパラ

メーター加振に関する項から構成されることがわかる．ま

た，ある周波数 ωにおけるEwは，レール凹凸 PSDの離散

波数成分 (2π/L+ ω/V )の重畳により構成される．

4. 解析条件
まくらぎ間隔 L=0.6mで離散支持された 50kgNレールを

対象とする．レール 1本当たりのまくらぎ質量は 100kg，台

車枠質量と回転慣性およびばね下質量はそれぞれ 1500kg，

500kg·m2，600kgとする．また，車輪軸距 xw=2.1mの台車

は一定速度 30m/sで走行するものとし，作用する静的荷重

を 140kNと設定した．各種バネについては，kb=1.0MN/m，

kw=1.5GN/m，kr=50MN/m，ks=30MN/mとし，パッドの減

衰は loss facter 0.15で与えた．
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5. 解析結果
(1) レール凹凸 PSDが車輪加速度 PSDの期待値に及ぼす

影響

レール凹凸 PSD を次式で与えた時の，車輪加速度 PSD

の期待値をそれぞれ図 2に示す.

Sr1 =
√
πdσ2e(−

dk
2 )

2

, Sr2 =
28.44× 10−7

k4
(4)

ここで，kは離散化した Floquet波数であり，標準偏差 σお

よび相関長 dは 1.0×10−5m，0.2mとした．なお，Sr2は文

献 3) を参考に設定した.

図 2において，設定したレール凹凸 PSDにより応答に差

が生じるが，台車枠 ·車輪の共振周波数とパスバンドに変
化はなく，パスバンド内では車輪加速度 PSD期待値の増減

傾向が一致していることがわかる．

(2) 単位凹凸 PSDに対するレール振動加速度の期待値

式 (3)第 1式の右辺第一項目より，レール凹凸に起因す

る成分 Eu1は，波数積分を離散近似すると，形式的に次式

で与えられる．

Eu1 ≈
∑
j

hj(ω)Srj (5)

ここで，hj は |αn|2の第 j微小波数区間の積分値，Sj は当

該区間中央波数における Sr である．

よって，この項はレール凹凸の単位 PSDに対する応答成

分 (レセプタンス)hj と，実際のレール凹凸 PSDとに分離し

て評価できる．

まくらぎ直上において求めた hj(ω)に ω4 を乗じて加速

度変換したものを図 3に示す．図 3の波数 (κ)-周波数 (ω)

平面において，走行線 ω = V κ付近で卓越しており，波数

kの凹凸上を速度 V で走行する際に励起される振動がこれ

に相当していることがわかる．また，それと平行に次式で

与えられる線群上にも応答のピークが分布しており，走行

線を基本として，そこにまくらぎ通過周波数の高調波成分

が重畳されていることがわかる．

ωn = V (k +
2nπ

L
) (n ∈ Z) (6)

(3) 単位凹凸 PSDに対する車輪加速度 PSDの期待値

前述のとおり，式 (3)第 2式の右辺第 1項目より，レール

凹凸起因の車輪応答 PSD期待値は，離散波数におけるレー

ル凹凸 PSDと，台車・軌道連成系の動特性のみで決定する

|Cn|2の積和で与えられる．|Cn|2は，レール振動応答にお
ける hj と同様に，レール凹凸の単位 PSDに対する応答 (レ

セプタンス)と見なすことができる．後輪の |Cn|2 に ω4 を

乗じた加速度成分の関係を図 4に示す．

ある ωでのレール凹凸 PSDは，k = ω/V + 2nπ/Lの離

散波数成分で構成されるが，これを ωについて表記すると，

式 (6)で与えられる直線群を得る．このことは波数成分に

対する車輪応答期待値が，走行線 ω = V κで与えられた基

本振動数と，まくらぎ通過周波数の整数倍シフト成分とで

構成されていることを意味する．ただし，図より基本走行

線上に位置する応答成分が支配的であることが確認できる．

図 2 レール凹凸 PSDが車輪加速度 PSDの期待値に及ぼす影響

図 3 ω4qj の分布

図 4 ω4|Cn(ω/V )|2 の分布

6. おわりに
レール頭頂面に定常ランダムな凹凸を有する無限軌道と

走行台車との連成系を対象に，レール・車輪応答期待値の計

算法を導出した．振動応答期待値のレール凹凸起因成分につ

いては，軌道・台車連成系が有する応答特性と凹凸 PSDと

の内積で与えられ，それぞれを分離して議論できる．なお，

軌道・台車連成系の動特性で決まる成分については，周波

数に対応した離散的な波数成分が影響することが分かった．
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