
キーワード  Cam-clay model，亜弾性，リターンマッピング，整合接線係数 
連絡先  〒980-8579 仙台市青葉区荒巻字青葉 6-6-06 TEL 022-795-7126 

微小変形理論に基づく Cam-clay modelの陰的応力更新アルゴリズムの構築 

東北大学大学院工学研究科 学生員 〇小松 龍ノ介
東北大学大学院工学研究科 正 員 山田 正太郎
東北大学大学院工学研究科 正 員 京谷 孝史
東北大学大学院工学研究科 正 員 松原 成志朗
東北大学大学院工学研究科 学生員 劉 暁東

1. はじめに

弾塑性構成則に適用されるリターンマッピングアルゴリズ

ムは，超弾性構成則の使用を前提に構築されることが多い．

一方で微小変形理論に基づいて提案された元来の Cam-clay 

model は弾性成分に圧力依存型の亜弾性構成則を採用する．

そこで，本研究では原形の Cam-clay model を対象にリター

ンマッピングアルゴリズムを構築すると共に，同アルゴリズ

ムに整合する接 線係数を導出する．加えて，構築したアル

ゴリズム及び整合接線係数が適切に機能するか検証を行う．

2. Cam-clay model の陰的応力更新アルゴリズム

2.1. Cam-clay model の基本式 

本研究で対象とする Cam-clay model の基本式は，応力とひ

ずみをそれぞれ圧縮を正として，以下のように定式化される． 
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式(1)はひずみ速度の加算分解式，式(2)は弾性構成則， 式(3)

と(4)は降伏関数，式(5)は硬化則，式(6)は関連流れ則である．

σ , , ,p q  をそれぞれ有効応力，平均有効応力，軸差応力，

応力比( /q p  )を表す． p
v は塑性体積ひずみ， M は限界状態

定数， D はダイレイタンシー係数， 0cp は初期降伏曲面の大

きさ，
eε ，

pε はそれぞれ弾性及び塑性ひずみ速度， は塑性

乗数である．体積弾性係数 K とせん断弾性係数 K ，ひいては

弾性係数テンソル e は平均有効応力に比例する． 

2.2. リターンマッピングアルゴリズム 

各式に含まれる速さを増分に置き換えるとともに，式(2)

と(5)を後退差分近似する．加えて ,e p ε ε  を消去すること

により， ε及び nステップでの各値を既知として n+1 ステ

ップ未知変数  1 1,n n σ が満たすべき方程式を次の式

(7) と (8) のように設定する． 

1
1 1 1 1

1
1

1
1

1 1
1

)

:
( )

(
( ) : 0

e n
n n n n n

n

p n
n v n n

n

n

n

f
F

f

f 


   






 




 
       


 











 


σ
σ σ εN

σ

σ
σ I

σ

0 (7)

(8)

試行弾性計算を行い，塑性と判断される場合には，式 (7)

と (8) を満たすように Newton-Raphson 法により塑性修正計算

を行う．式 (7) と (8) の線形化方程式から得られる 1n と

1nσ の修正量は式(9)，(10)のように表される． 
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である．ただし， は 4 階の恒等テンソルであり，

( ) ( )   σ σ  ，
2( ) ( )    σσ σ σ  である． 

2.3. Consistent 接線係数 

式(7)と(8)を現在の εまわりに線形化し整理することによ

り，上記の陰的応力更新アルゴリズムに整合する接線係数

1
ep
n
 が以下のように導出される．

III-135 令和2年度土木学会全国大会第75回年次学術講演会

© Japan Society of Civil Engineers - III-135 -



 
 

1 1 1 1

1 1

1 1 1 1

: :

: : + :

e e
n n n nep e

n n e
n n n n

f f

f f f

   

 

   

  





 

σ σ

σ σ σI

   


   (14) 

3. 数値解析による検証 

3.1. 陰的応力更新アルゴリズムの検証 

 前述のリターンマッピングアルゴリズムについて検証する

ために，単純せん断変形を示す一様変形場におけるモデルの

応答を計算した．図-1 に，ほぼ正規圧密土と過圧密土に対す

る計算例をそれぞれ示す．せん断 ひずみ s を 1%与えるの

に要するステップ数を 100,10 に変化させて計算を行った．

p−q図には，非排水せん断時の有効応力経路の理論値も示

す．計算値はこの理論値にほぼ合う結果を示している．ま

た，計算値が最終的に限界状態線に到達していることを確認

できる．さらに，軟化を生じる場合でも正しく負荷判定が行

えていることが分かる．増分の取り方が解析結果に大きな影

響を与えていないことも分かる．以上の結果から陰的応力更

新アルゴリズムが適切に機能することが確かめられた． 

3.2. Consistent 接線係数の検証 

 前述の Consistent 接線係数について検証するために一様変

形場における側圧一定排水せん断におけるモデルの応答を計

算した．排水条件では指定した応力経路を何属させるために

Consistent 接線係数が必要になる．図-2 に，ほぼ正規圧密土

と過圧密土に対する計算例をそれぞれ示す．軸ひずみ a を

与えるのに要するステップ数を 10，1 と変化させて計算を行

った．計算値が最終的に限界状態線に達していることが 

p−q 平面の結果からも確認できる．また，増分の取り方が

解析結果に大きな影響を与えないことが分かる．初期降伏応

力が限界状態線を超えている場合でも正しく解析が行えてい

ることが分かる．また，過圧密土が降伏後に体積膨張する様

子も表現できている．さらに，有効応力経路が 1 対 3 の傾

きを示していることから側圧一定条件が満たされており，

Consistent 接線係数が適切に機能していることが確かめられ

た． 

4. 結論 

 本稿では，圧力依存型の亜弾性構成則を用いた微小変形理

論に基づく Cam-clay model の陰的応力更新アルゴリズムと整

合する接線係数を導出した．また，導出した陰的応力更新ア

ルゴリズムと Consistent 接線係数が適切に機能することを確

認することができた．  

 
図 1 アルゴリズムの検証 

 

 

図 2 Consistent 接線係数の検証
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