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1 はじめに
変形勾配の弾塑性乗算分解に基づく Cam-clay model を

搭載した有限変形解析コードを開発した．山川ら 1) に倣い

Return-mappingアルゴリズムを用いた陰的応力更新法を構

築するとともに，それに整合する接線係数を導出し，適用し

た．本稿ではこのコードを用いて解析を行う．また，Cam-

clay modelは弾性的にも塑性的にも体積変化を生じうるモ

デルであるが，限界状態近傍ではほぼ非圧縮性を示すため

に体積ロッキング現象が生じうることを示す．さらに，こ

の現象を回避するのに F-bar法が有効であることも示す．

2 弾塑性モデル
2.1 諸量の定義

変形勾配の乗算分解に基づく弾塑性有限変形理論に基づ

いて定式化を行う．次式のように変形勾配 Fを弾性変形勾

配 Fe と塑性変形勾配 Fp へ乗算分解する．

F = FeFp (1)

このとき，塑性変形勾配 Fpは基準配置から着目する物質点

近傍で定義される中間配置，弾性変形勾配 Feは中間配置か

ら現在配置への変形を表す．

弾性右 Cauchy-Greenテンソル C̄e，中間配置を参照とす

る第 2Piola-Kirchhoff応力 S̄，Mandel応力 M̄および塑性速

度勾配 L̄p を以下のように定義する．

C̄e := FeTFe (2)

S̄ := Fe−1τFe−T (3)

M̄ := FeTτFe−T (4)

L̄p := ḞpFp−1 (5)

ここで，τは現在配置を参照する Kirchhoff応力である．上

記の塑性速度勾配 L̄p とMandel応力 M̄ は塑性散逸仕事に

おいて共役の関係にあり，後述する塑性流れ則などの記述

に用いる．

2.2 超弾性構成則

超弾性ポテンシャル関数 Ψとして，Houlsby etal,(2005)4)

を参考に弾性体積変化率 Je(:= detFe)および弾性右 Cauchy-

Greenテンソルの等積変形成分 ˆ̄Ce(:= J−2/3C̄e)を用いた次式
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の関数を与える．

Ψ(Je, ˆ̄Ce) = P̄0κ̃
∗(1 − exp(z)) (6)

z = − 1
κ̃∗

ln
Je

J
−
µe

0

2P̄0κ̃∗

(
tr ˆ̄Ce − 3

)
(7)

ここで，P̄0は基準応力，κ̃∗は膨張指数，µe
0は基準応力にお

けるせん断弾性係数，J(:= detF)は体積変化率である．

2.3 硬化則および降伏関数

Cam-clay modelを使用するため，塑性体積変化率 Jpを用

いて等方硬化則以下のように与える．

P̄c := P̄c0(Jp)−Θ (8)

Θ :=
1

λ̃∗ − κ̃∗
(9)

ここで，P̄
(
:= 1

3 tr
(
M̄

))
はMandel平均垂直応力，P̄cは圧密

降伏応力，P̄c0 は初期圧密降伏応力，λ̃∗ は圧縮指数，κ̃∗ は

膨張指数である．

圧密降伏応力 P̄cの変化による硬化・軟化に対応し，楕円

形の降伏曲面が等方的に拡大・縮小することを考慮し次の

降伏関数を考える．

f :=
P̄

P̄c0

(
1 +

Q̄
P̄M2

)
− P̄c

P̄c0
(10)

ここで，Mは限界状態における応力比，Q̄
(
:=

√
3
2 ||devM̄||

)
は Mandelせん断応力，devM̄

(
:= M̄ − P̄I

)
は応力の偏差成

分である．

2.4 塑性流れ則

塑性流れ則を次式で与える．

L̄p = γ̇
∂g
∂M̄

(11)

ここで，γ̇は塑性乗数である．また，gは塑性ポテンシャル

関数であり，降伏関数と同じ関数を用いる ( f = g)．
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3 Return-mappingによる陰的応力更新
第 2節で述べた有限変形弾塑性モデルを数値解析で解く

ために，Return-mappingアルゴリズムを採用した．速度形

で与えられる変数に関し時間離散化および陰的近似を行い，

次ステップの未知の応力を陰的に更新した．さらに同アル

ゴリズムに整合する接線係数を求め力のつり合いを満たす

ための全体 Newton-Raphson法に適用した．

4 体積ロッキング現象とその対策
Cam-clay model は限界状態近傍においてほぼ非圧縮性

(detF ≃ 1)を示すため，変形が進展し塑性変形が卓越する

際に体積ロッキング現象が生じると考えられる．体積ロッ

キング現象の解消のために，F-bar法 2) を採用した．

5 数値解析例
図 1左に示す三軸供試体を模擬した有限要素モデルにつ

いて解析例を示す．境界条件を図 1右に示す．端面に摩擦

がある状態を想定し，上側から強制変位を与えて圧縮した．

側面にはセル圧を想定した追従荷重を作用させた．

図–1 有限要素モデルおよび境界条件

解析に使用した材料定数および初期条件を表 1に示す．

初期の応力は σ11 = σ22 = σ33 = −100kPaとした．

表–1 材料定数および初期状態量
材料定数および初期状態量 値

基準圧力 P̄0 −100kPa

基準弾性体積変化 Je
0 1.0

基準圧力におけるせん断弾性係数 µe
0 2.0MPa

基準圧密降伏応力 P̄c0 −400kPa

限界応力比M 1.05

膨張指数 κ̃∗ 0.025

圧縮指数 λ̃∗ 0.082

軸ひずみ εa = 50%におけるせん断応力 qのコンター図を

図 2に示す．実験と同様に整理した軸ひずみ εa-せん断応力

q関係と，軸ひずみ εa−体積ひずみ εv 関係を図 3に示す．

図–2 せん断応力 qの分布図 (εa = 50%)

図–3 要素試験とみなした挙動

図 2より，F-bar法を用いた方が供試体端部での qの増加

が緩和されていることが分かる．図 3より，体積変化が収

束するあたりから qに違いが生じており，F-bar法を用いな

い場合には，体積ロッキング現象が生じていること，およ

び，F-bar法を適用したことでそれが回避できていたことが

伺える．
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