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１．はじめに 

近年，衝突による貫入・削剥などを表現可能な数値解析技

術の重要性が日に日に高まってきている．筆者らは衝突問

題について研究 1), 2), 3)を進めており，重錘の自由落下問題な

どの比較的低速な衝突現象に対して SPH法を用いた解析を

実施してきた． 

航空機衝突やデブリ衝突など衝突速度が極めて大きい事

象においては，貫入・削剥といった大変形だけではなく，衝

撃波を取り扱えることが求められる．しかしながら，土木・

建築において衝撃波の解析法に関する認識は低いのが現状

である． 

そこで，本稿では基礎的な検討として，ランキン・ユゴニ

オ関係式と Mie-Grüneisen 状態方程式を弾性ソリッド FEM

モデルに適用し，衝撃波を生じさせる解析を実施した結果

を報告する． 

２．状態方程式（EOS） 

高速衝突時には物体内に高圧力の圧縮波が生じ，状態量

（圧力，内部エネルギー，密度）の不連続面（衝撃波面）を

伴いながら成長，伝播する．衝撃波面の前後における状態量

の保存則はランキン・ユゴニオ関係式と呼ばれる以下の3式

で表される． 

𝜌0𝑢𝑠 = 𝜌𝐻(𝑢𝑠 − 𝑢𝑝)    (1) 

𝑝𝐻 − 𝑝0 = 𝜌0𝑢𝑝𝑢𝑠    (2) 

𝜀𝐻 − 𝜀0 =
1

2
(𝑝𝐻 + 𝑝0)(1/𝜌0 − 1/𝜌𝐻)   (3) 

記号は図-1 に対応しており，それぞれ質量保存則，運動量

保存則，エネルギー保存則を表している．ここに，式(4)の衝

撃波速度𝑢𝑠と粒子速度𝑢𝑝の線形関係を導入すれば， 

𝑢𝑠＝c0 + 𝑠𝑢𝑝     (4) 

𝑝𝐻＝𝑝0 + 𝜌0𝑐0
2𝜂/(1 − 𝑠𝜂)2    (5) 

ここに，𝑠は材料定数，𝜂 = 1 − 𝑣/𝑣0である．式(5)はユゴニ

オ状態方程式と呼ばれる． 

さらに，高圧力下では圧力の内部エネルギー依存性を無

視できないため，Mie-Grüneisen型の状態方程式を導入する． 

𝑝 = 𝑝𝑐 + 𝛤/𝑣 ⋅ (𝜀 − 𝜀𝑐)    (6) 

ここに，𝑝𝑐：体積依存による圧力，𝜀𝑐：体積依存による内部

エネルギー，𝑣：相対体積（=1 𝜌⁄ ），Γ：Grüneisen係数であ

る．体積依存項にユゴニオ状態方程式を採用したものが，次

式のMie-Grüneisen－ユゴニオ状態方程式である． 

𝑝 = 𝑝𝐻 + 𝛤/𝑣 ⋅ (𝜀 − 𝜀𝐻)    (7) 

商用コードでは，式(7)を導入することで，式(1)～式(6)を反

映した衝撃波の取り扱いを可能としている． 

高速衝突は瞬間的な現象であるため，断熱条件（等エント

ロピー条件）で解かれることが多い．そこで，式(7)より状態

方程式の等エントロピー曲線を求めておく．断熱条件は次

式で表される． 

𝑝𝑑𝑣 + 𝑑𝜀 = 0     (8) 

Menikoff4)によれば等エントロピー条件は式(7)と式(8)を連

立させた次の関係式によって表される． 

𝑑/𝑑𝑣(𝜀/𝜙) = (𝑝𝐻 − (𝛤/𝑣)𝜀𝐻)/𝜙   (9) 

𝜙は体積変化により内部エネルギーが変化することを表す

係数であり，以下の式によって表現される．  

𝜙(𝑣) = 𝑒𝑥𝑝 [−∫ (Γ(𝑣′)/𝑣′)𝑑𝑣′𝑣

𝑣0
] = −𝑒−𝑔0(𝑣−𝑣0)  (10) 

なお，𝛤(𝑣′)/𝑣′ = 𝛤0/𝑣0 = 𝑔0を仮定した． 

式(9)を体積𝑣に関して積分することで，以下の内部エネル

ギーに関する関係式を求めることができる． 

𝜀 = 𝜙(𝑣) ∫ −𝜙(𝑣)−1{𝑝
𝐻
− 𝑔

0
𝜀𝐻}𝑑𝑣′

𝑣

𝑣0
   (11) 

式(11)を式(7)に代入することで，等エントロピー条件下にお

ける圧力と相対体積の関係式が得られる． 

𝑝 = (𝑝𝐻 − 𝑔0𝜀𝐻) − 𝑔0𝜙(𝑣) ∫ −𝜙(𝑣)−1{𝑝𝐻 − 𝑔0𝜀𝐻}𝑑𝑣′
𝑣

𝑣0
 (12)  

𝑝：圧力，𝜀：内部エネルギー，𝜌：密度 
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図-1 衝撃波面前後の状態量 
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３．FEMによる衝撃波の解析 

解析モデルは，図-2に示す 0.05m 四方の正方形断面，長

さ 0.5mの弾性棒とする．棒の端部に強制速度を載荷し，反

対側の端部は無反射境界とした．材料は SUS304を想定し，

材料物性値を表-1 に示す．解析に用いたプログラムは LS-

DYNA10.2である． 

図-3 に密度および内部エネルギーのコンター図を示す．

ランキン・ユゴニオ関係式により状態量の不連続面（衝撃波

面）が表現できていることが確認できる． 

図-4に部材中央（X=250mm）における圧力時刻歴波形を

示す．載荷速度 100m/sでは状態方程式を導入した影響はほ

とんどないが，載荷速度 1,000m/s，10,000m/sでは圧力波の

大きさや形状，伝播速度に大きな差がある．図-5 に載荷速

度 10,000m/sのケースの応力伝播の様子を示す．山形の圧力

波が時間経過とともに三角形状の圧力波になっていく．こ

れは，状態方程式を導入した結果，波動伝播速度が圧力に依

存して一様でなくなること，音源（載荷面）が移動すること

によるドップラー効果のような圧力の重なりが生じること

が原因であると考えられる． 

また，載荷速度 10,000m/s（EOS あり）時の𝑝 − 𝑣関係は

式(12)の理論解と一致していた．（図-6） 

４．まとめ 

本研究では一軸状態の弾性棒モデルを対象に衝突速度お

よび状態方程式による結果への影響を検討し，状態方程式

を導入した場合には高速載荷時の圧力および伝播速度が大

きくなることを確認した．したがって，高速衝突問題におい

ては状態方程式の導入が不可欠であると考えられる．また，

等エントロピー問題において，弾性体の圧力-相対体積関係

の理論解を導出した． 
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図-3 状態量のコンター図（載荷速度 10,000m/s，EOSあり） 

表-1 材料物性値 
SUS304

（弾性）

弾性係数 E (N/mm2) 2.0×105

縦弾性波速度 Vp (m/s) 5838

ポアソン比 ν (-) 0.3

密度 ρ (kg/m3) 7900

バルク音速 c (m/s) 4570

S値 S (-) 1.49

Grüneisen係数 Γ (-) 2.17

状態方程式
パラメータ

材料物性
パラメータ

項目

速度載荷 50mm 

50mm 

無反射境界 

部材中央で応答を評価 

図-2 解析モデル 

図-6 圧力𝑝-相対体積𝑣関係（載荷速度 10,000m/s，EOSあり） 
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図-5 圧力時刻歴（載荷速度 10,000m/s，EOSあり） 

図-4 圧力時刻歴（X=250） 
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