
𝜎𝑥 =    (𝜆 + 2𝜇)𝜀𝑥 +  √𝛼𝜆𝜀𝑦              +    𝜆𝜀𝑧       ,     𝜏𝑥𝑦 = √𝛼𝜇𝛾𝑥𝑦   , 

𝜎𝑦 =    √𝛼𝜆𝜀𝑥         +   𝛼(𝜆 + 2𝜇)𝜀𝑦   +  √𝛼𝜆𝜀𝑧     ,     𝜏𝑥𝑧 = 𝜇𝛾𝑥𝑧   , 

𝜎𝑧 =    𝜆𝜀𝑥               +  √𝛼𝜆𝜀𝑦               +  (𝜆 + 2𝜇)𝜀𝑧 ,     𝜏𝑦𝑧 = √𝛼𝜇𝛾𝑦𝑧             (1) 

 

Huber 型異方性半無限体での代数解の提案 
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  三 井 住 友 建 設 (株) フェロー会員    三上   浩 

大阪工業大学名誉教授     正会員  堀川都志雄 

 

１．はしがき 

 著者らは直交異方性体における 9 個の独立な弾性定数の低減化により派生する Huber 型異方性体での変位

関数群に関する式系の誘導と Fourier 級数による open solution をもとに，異方性を呈する層からなる異方性多

層版の数値解析を行った 1),2)．R.D.Mindlin は等方性半無限体の内部に点荷重を有する問題を対象に，Boussinesq

問題や Cerruti 問題での代数解(=Closed solution)を包括する，いわゆる Mindlin 解を発表した 3)．また T.C.Woo

らは横等方性体での閉じた解を導出しているが，面内に異方性を呈する場合については言及していない 4)．  

 本研究では Mindlin の提示した Galerkin-vector を変形することにより，x-y 平面を水平面とする異方性半無

限体における Boussinesq 問題や Cerruti 問題での代数解を提案する．特に弾性定数の大きい方向(y)と直交する

方向(x)に集中荷重が作用する Cerruti 問題の代数解の誘導には，変位関数群の基礎式や変位との関係式の確立

が不可欠であることを示す． 

２．Boussinesq 問題と Cerruti 問題での代数解 

 Huber 型異方性体の MODE M(Ex≦Ey)，すなわち y 方向の弾性定数 Ey が x および y 方向の E0と異なる場合

でのフックの法則を式(1)に示す． 

 

 

 

ここで，𝜆 , 𝜇 :ラメの定数 , 𝛼 = 𝐸𝑦/𝐸𝑥  , 𝐸0：基準の弾性定数 

 異方性体での変位関数群の基礎式は 3 つの独立な物体力に対応するベクトル形式で表現される． 

 

 

 

 

 x,y,z 方向の,それぞれの変位 𝑢, 𝑣, 𝑤と変位関数群( 𝒇, 𝜽 )との関係式を表－1にまとめる． 

 

 

 

 

 

 

 

 

キーワード  Huber 型異方性体，異方性体の変位関数，Mindlin 解，Boussinesq 問題，Cerruti 問題 

連絡先   〒581-0019 大阪府八尾市南小阪合町 5-8-30 株式会社 井沢設計 TEL072-998-2723  FAX072-998-2768  

ここで, 𝒇 = 𝑓1𝒊 + √𝛼𝑓2𝒋 + 𝑓3𝒌 ,   𝜽 = 𝜃1𝒊 + √𝛼𝜃2𝒋 + 𝜃3𝒌 ,   𝑩 = 𝐵1𝒊 + 𝐵2𝒋 + 𝐵3𝒌 ∶ 物体力  

                 𝒊, 𝒋, 𝒌 ∶ x , y , z 方向の単位ベクトル  

 

   (𝜕𝑥
2 + √𝛼𝜕𝑦

2 + 𝜕𝑧
2)2𝒇 = −2𝑩(𝜆 + 𝜇)/(𝜆 + 2𝜇) , 

   (𝜕𝑥
2 + √𝛼𝜕𝑦

2 + 𝜕𝑧
2) 𝜽 = 0                                                  (2) 

 

表－1 変位と変位関数との関係式 

 𝑓1 𝜃1 𝑓2 𝜃2 𝑓3 𝜃3 

2𝜇𝑢 
2(1 − ν)(𝜕𝑧

2 + √𝛼𝜕𝑦
2) 

+(1 − 2𝜈)𝜕𝑥
2 

--- −√𝛼𝜕𝑥𝜕𝑦 −𝜕𝑧 −𝜕𝑥𝜕𝑦 √𝛼𝜕𝑦 

2𝜇𝑣 −𝜕𝑥𝜕𝑦 𝜕𝑧 
2(1 − ν)(𝜕𝑥

2 + 𝜕𝑧
2) 

+(1 − 2𝜈)√𝛼𝜕𝑦
2 

--- −𝜕𝑦𝜕𝑧  −𝜕𝑥 

2𝜇𝑤 −𝜕𝑥𝜕𝑧 −√𝛼𝜕𝑦 −√𝛼𝜕𝑦𝜕𝑧 𝜕𝑥  
2(1 − ν)(𝜕𝑥

2 + √𝛼𝜕𝑦
2) 

+(1 − 2𝜈)𝜕𝑧
2 

--- 
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Mindlin による Boussinesq 問題(図－1)や Cerruti 問題(図－2)での

Galerkin-vector を基本に置き，異方性体での変位関数の導出を試みるた

めに Boussinesq 問題を取上げる．動径ベクトル                   と

係数パラメータ𝜔を導入し，Boussinesq 問題の変位関数を式(3)のよう

に仮定すれば，深さ方向の応力𝜎𝑧は式(4)で与えられる． 

 

 

 

ここで，下添字 z は集中荷重の作用方向を示す． 

荷重点での応力のつり合いから，パラメータ𝜔は√𝛼
4

と決定される． 

 同様にして Cerruti 問題での変位関数は以下の様に示される． 

 

 

 

 

 

ここで，下添字 x,y は集中荷重の作用方向を意味し，それぞれ Cx type 

や Cy type と名付ける． 

 式(3)と(5)中の異方性パラメータ𝛼=1 とすれば，関数𝑭𝑥,𝑭𝑦,𝑭𝑧は等方

性体における各問題での変位関数に帰着する．上式に伴う変位𝑢, 𝑣, 𝑤の

代数解を表－2にまとめる． 

換言すれば Cx type や Cy type の代数解の導出には，前提としてこれらの関連する式系が不可分であること

を意味している．表－2と式(1)から応力𝜎𝑥 , 𝜎𝑦 ,･･･, 𝜏𝑦𝑧等が求められる． 

３．あとがき 

本代数解と級数解との比較は当日発表する予定である． 
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表－2 各問題での変位の代数解 

 
Cerruti 問題 (Cx type ) Cerruti 問題 (Cy type ) Boussinesq 問題 

2𝜇𝑢 
𝑃

2𝜋

1

√𝛼4
[
1

R
+

𝑥2

R3 +
(1 − 2ν)

R + z
{1 −

𝑥2

𝑅(𝑅 + 𝑧)
}] 

𝑃

2𝜋
[

xy

√𝛼4
{

1

R3 −
(1 − 2𝜈)

𝑅(𝑅 + 𝑧)2}] 
𝑃

2𝜋
[

x

√𝛼4
{

𝑧

R3 −
(1 − 2𝜈)

𝑅(R + z)
}] 

2𝜇𝑣 
𝑃

2𝜋
[

xy

√𝛼34
{

1

R3 −
(1 − 2𝜈)

𝑅(𝑅 + 𝑧)2}] 
𝑃

2𝜋

1

√𝛼4
[
1

R
+

y2

√𝛼R3
+

(1 − 2𝜈)

R + 𝑧
{1 −

𝑦2

√𝛼𝑅(𝑅 + 𝑧)
}] 

𝑃

2𝜋
[

y

√𝛼34
{

𝑧

R3 −
(1 − 2𝜈)

𝑅(R + z)
}] 

2𝜇𝑤 
𝑃

2𝜋
[

x

√𝛼4
{

𝑧

R3 +
(1 − 2𝜈)

𝑅(R + z)
}] 

𝑃

2𝜋
[

y

√𝛼4
{

𝑧

R3 +
(1 − 2𝜈)

𝑅(R + z)
}] 

𝑃

2𝜋

1

√𝛼4
[
𝑧2

R3 +
2(1 − 𝜈)

R
] 

 

R = √𝑥2 + 𝑦2/√𝛼 + 𝑧2 

 

図－1 Boussinesq 問題 

 

 

 

図－2 Cerruti 問題(Cy type) 

   𝑭𝑧 = P𝒌/(2𝜋𝜔)[R + (1 − 2𝜈){𝑧 log(R + 𝑧) − R}]                                    (3) 

    𝜎𝑧 = P/(2𝜋𝜔)[−3𝑧3/R5]                         (4) 

 

        𝑭𝑥 =  P𝒊/{4𝜋(1 − 𝜈)√𝛼
4

}[R + 2(1 − 𝜈)(1 − 2𝜈){𝑧 log(R + 𝑧) − R}]                  

                +P𝒌/{4𝜋(1 − 𝜈)√𝛼
4

}[(1 − 2𝜈){𝑥 log(R + 𝑧)}]                      (5-1) 

        𝑭𝑦 =  P𝒋/{4𝜋(1 − 𝜈)√𝛼
4

}[R + 2(1 − 𝜈)(1 − 2𝜈){𝑧 log(R + 𝑧) − R}] 

       + P𝒌/{4𝜋(1 − 𝜈)√𝛼
4

}[(1 − 2𝜈){𝑦 log(R + 𝑧)}]                      (5-2) 

 

 

A 
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