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1. はじめに
構造物の維持管理を行う上で,非破壊検査を行うことは

重要である.特に,構造物内部の欠陥を非破壊評価する代表

的な方法の一つとして,超音波非破壊評価法が知られてい

る.超音波非破壊評価法による欠陥形状再構成に関する研

究として,開口合成法が挙げられる.しかし,開口合成法は,

計測した受信波形を振幅を重みとして,対応する空間位置

にプロットしていく単純な手法であり,散乱波に含まれる

欠陥の情報を使い切れているとは言えない.そこで,本研究

では,波動場の数値解と材料表面での計測値との差からな

る目的汎関数を導入し, Bonnetが定式化した,対象領域の

微小なトポロジー変化に対する目的汎関数の変化率で定義

されるトポロジー感度 1) を用いた散乱体決定解析を行う.

以下では,解くべき問題やトポロジー感度の定式化を説明

した後,簡単な散乱体決定解析結果を示すことで本研究の

妥当性について検討する. なお,本研究では,解析対象を面

内波動場として,散乱体決定解析を行う.また,散乱波動場

の計算には,演算子積分時間領域境界要素法 2) を用いる.

2. 解くべき問題
図 1(a)のような,散乱体の位置,個数,形状が不明である

二次元無限等方性材料を考える. 散乱体が存在し得る領域

を Ω(Design domain)と仮定し,最適な散乱体の位置,個数,

形状を決定する問題を考えれば,解くべき問題は,以下のよ

うな面内波動場 uの初期値境界値問題 (順問題)となる.{
∇(C : ∇u)(ξ, t) = ρü(ξ, t) (ξ ∈ Ω, t > 0)

u(ξ, 0) = u̇(ξ, 0) = 0 (ξ ∈ Ω, t = 0)
(1)

ただし, tは時間, C は弾性定数, ρは密度, ˙( )は時間微分を

表し,散乱波は放射条件を満足するとする.また,領域 Ωに

x1方向正の向きに伝搬する平面波を入射し,散乱体が適当な

位置に存在すると仮定した場合の仮想的な境界 S上の観測

点 xmにおける面内波動場u(xm, t)と散乱体が正解散乱体

の位置に存在する場合の計測データuobs(xm, t), 0 ≤ t ≤ T

の差である以下の目的汎関数 J(Ω)を導入する.

J(Ω) =
1

2

Ns∑
m=1

∫ T

0

φ(u(xm, t),xm, t)dt (2)

φ(u(xm, t),xm, t) = |u(xm, t)− uobs(xm, t)|2 (3)
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図 1 欠陥形状再構成問題 (a)設計領域 (Design domain) (b)トポロ
ジー感度.

ここに, Ns は観測点の総数である.式 (2)より,目的汎関数

J(Ω)を最小化する問題を考える. すなわち,本研究では,以

下の章で説明する,目的汎関数に定義されたトポロジー感

度より,最適な散乱体の位置,個数,形状等を決定する問題

(逆問題)を考える.

3. トポロジー感度
図 1(b)のような,対象領域 Ω内部の内点 ξに,新たな無

限小の空洞 (半径 ε)が発生した時の目的汎関数を J(Ωε)と

する.この時,一般的に,トポロジー感度 T (ξ)は,空洞発生

前後の目的汎関数の変化率を,発生した空洞の面積で除し

た形で定義され,以下の式で与えられる.

T (ξ) = lim
ε→0

J(Ωε)− J(Ω)

πε2
(4)

式 (4)より,発生した空洞を散乱体とすると,正解散乱体が

ある位置 ξのトポロジー感度 T (ξ)は,目的汎関数が減少す

る方向 (J(Ωε) < J(Ω))より,必ず負であり,大きな値をも

つと考えられる.

　式 (2) - (4)より,本解析で用いるトポロジー感度 T (ξ)は

以下の式で与えられる.

T (ξ) = {∇u ∗ (D : ∇û) + ρu̇ ∗ ˙̂u}(ξ, T ) (5)

D = C : A : C (6)

Aijkl =
3

2
[(δikδjl + δilδjk)−

1

5
δijδkl] (7)

ここに, û(ξ, t)はトポロジー感度 T (ξ)を解析的に解くた

めに定義した随伴波動場の解であり, ∗ は畳込み積分, δik
は Kronecker のデルタである. なお, 随伴波動場の入射波

ûin(ξ, t)は,観測点 xm での順問題の解 u(xm, t)と正解散

乱体の時の計測データ uobs(xm, t)の差を振幅とし,観測点

を波源とする点源波を逆伝搬させて得られる. その際,順問

題と同様に,無限領域を考慮する.順問題と随伴波動場の解
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より,式 (5)のトポロジー感度 T (ξ)を対象領域 Ω内部の全

内点で求めることにより,散乱体のおよその位置,個数,形

状を決定する.

4. 数値解析例
図 2(a)のような,正解散乱体を原点 (0, 0)を中心とする

半径 aの散乱体として,散乱体の位置,個数,形状が不明で

あるとした場合に,欠陥を再構成する解析を行った.

(1) 等方性材料中の二次元弾性波動解析 (順解析)

式 (3)より,散乱体決定解析では,散乱体が正解の位置に

存在する場合の計測データ uobs(xm, t)が必要となる.本解

析では,対象領域 Ωや観測点 xm における面内波動場を求

めるために,最新の境界要素法である演算子積分時間領域

境界要素法を用いた.また,入射波は図 2(a)に対して, x1方

向正の向きに伝搬する平面波とし,以下の式で与えた.

uin
1 (ξ, t) =

u0

2
(1− cos 2πα) (8)

α =


cL
λ

(
t− x1 + 5a

cL

)
for (0 ≤ α ≤ 1)

0 for otherwise

(9)

ここに, u0 は振幅を表す.解析パラメータは,振幅を u0 =

1.0,波長 λ/a = 1.0と与えた. また,境界要素解析では,空

洞を 72個の区分一定要素で離散化し,総時間ステップ数N

を N=256,時間増分 cL∆t/a = 0.0865で与えた. また,縦

波速度 cL,横波速度 cT の比 cL/cT は cL/cT =
√
3であり,

ポアソン比 ν は ν = 0.25とした. 図 2(b) - (e)は,いくつか

の時刻 cLt/aにおける面内波動場を示している.なお,参考

のため散乱体の位置を白円で示してある.図 2(b) - (e)より,

等方性材料中を伝搬する平面波と,散乱体からの散乱波が,

外部境界で反射せず,無限遠方に伝搬している様子が見て

取れる.以上の数値解析結果で得られた観測境界 S 上の全

変位場を計測データ uobs(xm, t)として,散乱体決定解析を

行う.

(2) 欠陥形状再構成 (逆解析)

図 2(a)のような, 1辺 10aの対象領域 Ωに対して,最適

な散乱体を決定した数値解析結果を示す. 解析パラメー

タは, 4 節 (1) における等方性材料中の二次元弾性波動解

析で用いたものと同様である. 観測点 xm は境界 S 上に

図 2(a) のように, 1 辺 14a の正方形上に, 等間隔に 56 点

配置した. 本研究では,この種の研究に対する第一段階と

して, 適当な位置に散乱体を仮定せず, 散乱体が存在して

いない対象領域 Ω に対して, 順問題と随伴場解析を行い,

解 u(ξ, t), û(ξ, t)を求め,式 (5)のトポロジー感度 T (ξ)に

より,散乱体を決定する問題へ帰着させた.なお,式 (5)の

∇u(ξ, t),∇û(ξ, t), u̇(ξ, t), ˙̂u(ξ, t) は,境界積分方程式を空

間方向または,時間方向に関して微分することで求めた.図

2(f)に,対象領域 Ω内部の 101 × 101 = 10201点の全内点

(a) (b)

(  )c (d)

(e) (f)

図 2 散乱体決定解析 (a)解析モデル (b) cLt/a ≃ 2.16 (c) cLt/a ≃
6.49 (d) cLt/a ≃ 8.65 (e) cLt/a ≃ 10.81における波動場 (f)
散乱体決定解析結果.

でのトポロジー感度 T (ξ)をプロットした結果を示す.参考

のため,正解散乱体の位置を白線で示してある.図 2(f)より,

トポロジー感度 T (ξ)は,正解散乱体周辺で大きな負の値を

示していることが見て取れる.以上のことから,本手法を用

いて,対象領域Ω内部の正解散乱体の位置,個数を正しく決

定できており,本手法の妥当性が示せた.しかし,形状に関

しては,入射波が散乱体に当たる面以外は,十分な精度で決

定出来ていない.このため,欠陥形状再構成の精度の向上に

は,異なる方向から入射波を入射したより多くの計測デー

タが必要になると考えられる.

5. まとめと今後の課題
目的汎関数の変化率で定義されるトポロジー感度 T (ξ)

より,散乱体の位置,個数,形状が不明であるとした場合に

それら散乱体を決定する解析を行った.また,本研究で用い

たトポロジー感度 T (ξ)を定義した後, 数値解析結果より,

本研究の妥当性を検証した.今後は,三次元弾性波動問題へ

の拡張や,実用面を見据えて非破壊評価への応用を行う予

定である.
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