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1. はじめに  

自由表面流れの解析手法に，界面捕捉法[1]がある．
界面捕捉法は界面を関数の分布により間接的に表現

し，固定メッシュ上で界面を捕捉する方法である．界

面捕捉法は界面関数の分布が不正確になると，自由

表面が不明瞭になる．そのため，界面関数の更新を行

うための移流方程式の解法は，高精度であることが

求められる．一般に，空間解像度を上げることで高精

度な解を得ることができるが，解析領域全体の空間

解像度を上げると，計算コストが増大してしまう．そ

のため，自由表面の挙動に合わせて高解像度化する

手法として，Adaptive法がある．Adaptive法には，要
素を細分化することで解像度を高くする h 法，要素
の高次化を行うことで解像度を高くする p 法，また
それらを組み合わせる hp法がある． 

そこで，本研究では，h法と p法のどちらが優位で
あるかを検証することを目的として，それぞれの手

法を模擬する解析を行った．数値解析例として，基礎

的な検討を行うため 1次元移流問題を取り上げる． 

 

2. 数値解析手法 

(1) Adaptive Discontinuous Galerkin法 

離散化手法として，Adaptive 法の導入が容易な
Discontinuous Galerkin (DG)法[2]を用いる．DG法は，
解析領域を連続しない個別の要素群とその要素境界

群に分割し，要素ごとに定義される不連続な近似関

数を用いる手法である．ここで，一般的な有限要素法

で h 法を用いて要素を 1 段階の細分化を行うとき，
図 1(a)のように，細分化する要素の周辺の要素を分
割するような工夫が必要になる．しかしDG法では，
連続しない個別の要素群を用いるため図 1(b)のよう
に，対象の要素のみを細分化することができる．ま

た，p法を適用する場合，有限要素法では隣接する要
素間で値が連続しているため，連立一次方程式に付

加条件を設ける必要があり，導入が難しい．一方で，

DG法では隣接する要素が独立しているため，p法の
導入も容易である．以上の性質から，DG 法は

Adaptive 法の導入によく適した離散化手法であると
言える． 

(2) 支配方程式および境界条件 

 界面関数𝜙の挙動は以下の移流方程式に支配され
る． 𝜕𝜙𝜕𝑡 + 𝑣 𝜕𝜙𝜕𝑥 = 0        on Ω (1) 

ここで，Ωは解析領域，𝑣は流速である． 境界条件は
以下の Dirichlet条件が課せられる． 𝜙 = 𝜙̂        on Γ𝑖𝑛 (2) 
ここで，Γ𝑖𝑛は𝑣 ⋅ 𝐧 < 0となる流入境界を表す. 𝐧は
外向き法線ベクトルである．また，初期条件として，

領域内での分布は以下のように与えられる． 𝜙 = 𝜙0        on Ω (3) 𝜙0は時刻 0での𝜙の分布である． 

(3)DG法による離散化 

各要素内部の集合をΩ̃，その要素境界の集合をΓint
とし，支配方程式(1)を離散化すると，以下の重み付
き残差方程式が得られる.  ∫ 𝑤ℎ 𝜕𝜙ℎ𝜕 𝑡 𝑑Ω 
Ω̃

−   ∫ 𝜕 𝑤ℎ𝜕 𝑥   ⋅  ( 𝑣ℎ 𝜙ℎ) 𝑑Ω
Ω̃

 −  ∫   [[𝑤ℎ]] (𝑣ℎ𝜙ℎ−) ⋅ 𝒏𝑑Γ
Γ𝑖𝑛𝑡 = 0 (4) 

ここで，[[w]] = w+ − w−であり，𝑣 ⋅ 𝐧 > 0の境界は+で表され，その反対側が−で表される．DG 法は隣
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(a)有限要素法      (b)DG法 

図 1：h法で分割したモデル 
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接要素間で節点が共有されないため，要素間での物

理量は式(4)第 3 項の境界Γintの積分項を通して行わ
れる．また，時間方向に陽的 3 段階 3 次精度 Total 
Variation Diminishing Runge-Kutta (TVDRK)法を用い
て離散化する．TVDRK法は，一般的な RK法に比べ
て確保すべき配列が少ないという利点がある． 

  

3. 数値解析例 

(1) 解析モデル  

図 2 に示す解析モデルに対し，解析条件として時
間増分 𝛥𝑡 = 0.001，移流速度 𝑣 = 1を用いる．界面
関数の初期分布は，不連続関数である矩形分布と，連

続関数である正弦関数分布を用いる．解析領域端

(x=0, 10)では，周期境界条件を課す．なお，本論文で
は，理論解を Theory，Adaptive 法を適用しないモデ
ル(図 3 (a))を DG，h法を模擬したモデル(図 3(b))を
DG(h)，p 法を模擬したモデル(図 3(c))を DG(p)と表
記する． 

 

(2) 解析結果  

 解析結果として，図 4 に，各条件で解析した界面
関数の分布を示す．図より，初期分布に連続関数と不

連続関数を用いた解析で，t = 10 において DG(h)と
DG(p)に有意な差は見られない．しかし，t = 50, 100

では DG(h)は関数分布が大きく崩れているのに対し
て，DG(p)は比較的に形状を維持できている． 

 

4. おわりに  

本研究では Adaptive DG法で h法と p法のどちら
が優位であるかの比較を行った．長時間の解析では，

h法に比べて，p法では精度良く分布形状を維持する
ことを確認できた．今後は，本手法を多次元化し，自

由表面流れ解析に適用する． 
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(a) 連続関数      (b) 不連続関数 

図 4：各時刻におけるϕの分布 

(上から t = 10, 50, 100) 

図 2：解析モデル 

(a) DG 

(b) DG(h) 

(c) DG(p) 
図 3：比較するモデル 
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