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1. はじめに
構造物の維持管理において，疲労き裂や応力腐食割れと

いった不連続界面の検出及び計測は重要である．しかしな

がら，不連続界面が閉口している場合，従来の線形超音波

法では，その検出が困難である．その理由は，散乱波の発

生が著しく小さく，その計測が困難なためである．そのた

め，大振幅の入射超音波によってき裂面の開閉や摩擦を伴

う滑りを誘発させ，その結果生じる高調波・分調波を受信

することによって，閉口き裂の検出及び計測を行う非線形

超音波法 ?) が提案されている．

　閉口き裂に超音波を照射したときに生じる散乱波は，き

裂の形状，き裂面に作用する残留応力などの情報を含んで

いる．そのため，き裂が散乱波に及ぼす影響をよく理解す

ることが高精度なき裂の検出及び計測につながる．数値解

析を用いた既存の研究として，き裂面の開閉や摩擦をモデ

ル化した境界要素法による散乱解析 ?)が行われてきた．し

かし，き裂のサイズと入射波長の関係，及びき裂面の接触

の相互作用によって，散乱現象は複雑となる．そこで本論

文では，き裂のサイズと入射波長との関係を除外した基本

的な現象の理解を目的とし，接触条件を考慮した界面での

平面波の反射・透過問題の解析を行う．

2. 解くべき問題
図１に示すように，２つの半無限領域DI，DIIを隔てる

界面 S に対して，領域 DI から入射波が照射され，反射，

透過する問題を考える．図１に表される２次元直角座標系

を考え，界面 S は y = 0平面であるとする．また，領域

DI，DII は均質，等方，かつ線形な弾性体とし，入射波は

時間調和な平面縦波，もしくは横波とする．図１中の赤色

の矢印は，振動方向を表している．本研究では，界面 Sに

おいて非線形な境界条件を考慮し，反射波，透過波に高調

波成分が含まれる問題を考える．

　界面 Sは微視的構造として，図２に示すような凹凸を有

する．しかしながら，入射波の波長が界面 Sの凹凸の高さ

や幅と比較して十分大きいと仮定し，界面 Sは平面として

考え，単位面積当たりの変位，応力を扱う．以下では，開

閉を考慮した界面に一様な静的圧縮応力 σσσstが作用してい

る状況下での平面波の反射・透過問題を考える．

　領域DI，DIIにおけるそれぞれの全変位場を以下のよう
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に表す．

uI = uinc
ϕ + uref

L + uref
T + uI;st (1)

uII = utra
L + utra

T + uII;st (2)

ここで，上付き添え字 inc，ref，tra，stはそれぞれ入射

波，反射波，透過波，静的な変形を表し，下付き添え字 L，

T は，縦波，横波を表している．また，入射波の添え字の

ϕは，Lまたは T をとるものとする．よって，界面 Sにお

ける開口変位 [u]は以下のように表される．

[u] : = uI − uII

= uinc
ϕ + uref

L + uref
T − utra

L − utra
T + [ust ] (3)

ここで，[ust ] = uI;st − uII;st であり，静的な開口変位を示

す．また，領域DI，DIIにおけるそれぞれの全応力場を以

下のように表す．

σσσI = σσσinc + σσσref
L + σσσref

T + σσσI;st (4)

σσσII = σσσinc + σσσtra
L + σσσtra

T + σσσII;st (5)
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図 1 平面波の反射・透過問題
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図 2 平界面 S の微視的構造
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界面 S における表面力 tI(II)(= ŷ · σσσI(II))は，次式のように

連続性を満足する．

tI = tII (6)

そのため，以下では上付き添え字 I(II)を省略し，単に tと

記述する．

　本研究では，界面の開閉，及び動摩擦をモデル化した [u]，

tに対する境界条件を用いる．界面が開口している場合，境

界条件は次の表面力フリーとなる．

t = 0 (7)

一方，界面が閉口している場合，法線方向の変位の連続性

と接線方向の動摩擦を考慮して，次の境界条件を考える．

[u] · ŷ = 0 (8)

t · x̂ = −µd(t · ŷ)sgn([u̇] · x̂) (9)

ここで，x̂，ŷはそれぞれ x軸，y軸方向の単位ベクトルで

ある．また，(̇)は時間微分，µd は動摩擦係数である．

3. 解析手法
き裂面での接触を考慮して非線形な反射・透過問題を解

くため，調和バランス法 ?)を適用する．入射波は，以下の

ような平面波とする．

uinc
ϕ = dϕ

[
A cos(−ykϕ cos θϕ + xkϕ sin θϕ − ωt)

+ B sin(−ykϕ cos θϕ + xkϕ sin θϕ − ωt)

]
(10)

ここで，dϕ は以下のとおりである．

dL = −ŷ cos θL + x̂ sin θL

dT = ŷ sin θT + x̂ cos θT

ここで，A，Bは振幅に関する実数であり，入射波の振幅

を u0とすると，u0 =
√
A2 +B2となる．ωは入射波の角

周波数，kϕは入射波の波数，tは時間である．反射波・透過

波は界面の開閉の影響によって入射周波数の整数倍の成分

を含んでいることが予想されるため，Fourier級数で表す．

反射波と透過波の縦波成分，横波成分は，次数がNhまで

の有限の Fourier級数によって仮定すると，界面 S(y = 0)

において以下のように表される．

uref
L =(ŷ cosαL − x̂ sinαL)

×
Nh∑
n=1

[
Cn cos(nωτ) +Dn sin(nωτ)

]
(11)

uref
T =(−ŷ sinαT + x̂ cosαT)

×
Nh∑
n=1

[
En cos(nωτ) + Fn sin(nωτ)

]
(12)

utra
L =(−ŷ cosβL + x̂ sinβL)

×
Nh∑
n=1

[
Gn cos(nωτ) +Hn sin(nωτ)

]
(13)

utra
T =(ŷ sinβT + x̂ cosβT)

×
Nh∑
n=1

[
In cos(nωτ) + Jn sin(nωτ)

]
(14)

ここで，τ = (xkL/ω) sin θL−tであり，Cn，Dn，En，Fn，

Gn，Hn，In，Jn は Fourier係数である．反射角 αL，αT

透過角 βL，βT は Snellの法則よって求められる．界面 S

での開口変位，及び表面力を求め，境界条件式 (7)-(9)に代

入し，静的な開口変位の y方向成分 [ust
y ]，及び Fourier係

数Cn，Dn，En，Fn，Gn，Hn，In，Jn(n = 1, ..., Nh)を

求める．式 (9)で表される摩擦の境界条件には開口変位の

時間微分のみが含まれるため，静的な開口変位の x方向成

分 [ust
x ]は，物理現象に影響を与えないことに注意する．詳

細は省略するが，三角関数の直交性を用いると次のような

解くべき非線形方程式を導出することが出来る．

f1([u
st
y ],Cn ,Dn ,En, Fn, Gn,Hn,

In, Jn(n = 1, ..., Nh)) = 0

...

f8Nh+1([u
st
y ],Cn ,Dn, En, Fn, Gn,Hn,

In, Jn(n = 1, ..., Nh)) = 0

(15)

本研究では，式 (15)を Newton法によって数値的に解く．

　式 (15)を Newton法によって解く場合，未知量に対する

fi の連続性が重要であり，未知量による fi の一回微分が

連続である必要がある．しかしながら，式 (7)-(9)で表され

る境界条件の不連続性に起因してこの条件を満足しないた

め，境界条件式 (7)-(9)を次のように変形する．

t · ŷ = γ1(λ+ 2µ)kL[u] · ŷH(−[u] · ŷ) (16)

t · x̂ = µd(t · ŷ) tanh
[
γ2

[u̇] · x̂
u0ω

]
(17)

ここで，γ1，γ2は正則化パラメーターであり，数値解析に

おいて十分大きな正の実数とする．λ，µはラメ定数，Hは

Heaviside関数である．

4. おわりに
本論文では，接触条件を考慮した界面での平面波の反射・

透過問題の解析方法を説明した．数値解析結果，及びその

考察については，当日報告する．
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