
     2𝜇𝑢𝑝 = −𝜕𝑥𝜕𝑧𝑓3 + 𝜕𝑦𝜃3 ,  2𝜇𝑣𝑝 = −𝜕𝑦𝜕𝑧𝑓3 − √𝛽 𝜕𝑥𝜃3 ,  

     2𝜇𝑤𝑝 = (𝜆 + 2𝜇)/(𝜆 + 𝜇)[√𝛽𝜕𝑥
2 + 𝜕𝑦

2 + 𝜇/(𝜆 + 2𝜇)𝜕𝑧
2]𝑓3                                           (3) 

       𝑢𝑏
ℎ = −𝑧𝜕𝑥𝑤ℎ，𝑣𝑏

ℎ = −𝑧𝜕𝑦𝑤ℎ ， 𝑢𝑠
ℎ = {(1 − 𝜈)√𝛽 𝜕𝑥

2 + 2𝜕𝑦
2}𝜙1

ℎ  ， 𝑣𝑠
ℎ = −(1 + 𝜈)√𝛽 𝜕𝑥𝜕𝑦 𝜙1

ℎ          (4) 

 

自由辺を有する Huber 型異方性多層版の数値解析 

 

      (株) 井  沢  設 計    正会員 ○廣瀬 清泰 

大阪工業大学名誉教授   正会員  堀川都志雄 

 

１．はしがき 

 著者らは変位関数による特解と薄板理論の同時解とを結合する混合法に，一方向を調和解析，他方向を選点

法とする STRIP 法を併用することで，自由辺を有する版の一般解を導く手法を開発した 1)．  

本研究では，互いに独立な物体力に対応する Huber 型異方性体の変位関数の誘導，および変位関数に基づく

級数タイプの特解と異方性薄板理論の同時解からなる混合法を提案し，STRIP 法の併用により自由辺をもつ異

方性版の変位と応力を検討する．  

２．異方性体の変位関数の概要 

 Huber 型異方性体からなる板の座標系を図－1に示す．Ex > Eyの場合での変位関数の基礎式を記述する．な

お上添字(p)と(h)は特解と同時解を，また下添字(b)と(s)は曲げ問題と引張り問題を表す．  

2-1 Mode-D( Ex > Ey )の場合 

特解を表す変位関数の基礎式や同時解でのたわみと変位関数の

基礎式をそれぞれ式(1)と(2)に示す．  

 

 

 

 

これらの変位関数と変位との関係式は式(3)と(4)で表される． 

 

 

 

2-2 Mode-M( Ex≦Ey )の場合 パラメータ𝛼 = Ey / Ex を導入する．各式は紙面の都合上省略する． 

３．変位と応力の級数展開 

床版の中央線(y/a=0)に関して正対称モードの変形となる場合は次式のように得られる．例えば Mode-D で

の変位𝑤と応力𝜎𝑥は次のように示される． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 中央線に関して逆対称モードの変形となる場合も同様に展開できる． 

キーワード  Huber 型異方性体，異方性体の変位関数，異方性薄板理論，多層版，STRIP 法 

連絡先   〒581-0019 大阪府八尾市南小阪合町 5-8-30 株式会社 井沢設計 TEL072-998-2723  FAX072-998-2768  

ここで，𝛼𝑚 = 𝑚𝜋/𝑎   ( m = 1 , 2 , 3 ･･･)  ,   𝛽𝑛 = (2𝑛 + 1)𝜋/𝑏 ( n = 0 , 1 , 2 ･･･) , 

                   𝛾2 = √𝛽𝛼𝑚
2 + 𝛽𝑛

2 , 𝜌𝑚
2 = √𝛽𝛼𝑚

2  , 𝐷0 = 𝐸0ℎ3/12(1 − 𝜈2) , ch𝛾𝑧 = cosh 𝛾𝑧 ，sh𝛾𝑧 = sinh 𝛾𝑧 , 

C1 ~ C6 は版の上下面での境界条件より決定される積分定数． 

A𝑚~ D𝑚 ,  I𝑚~ L𝑚はそれぞれ曲げ問題と引張り問題での境界条件による積分定数． 

 

図－1 座標および形状 

 

   (√𝛽𝜕𝑥
2 + 𝜕𝑦

2 + 𝜕𝑧
2)2𝑓3 = 0 , (√𝛽𝜕𝑥

2 + 𝜕𝑦
2 + 𝜕𝑧

2) 𝜃3 = 0       (1)           

  2𝜇𝑤 = −∑𝑚〔 ∑𝑛[C1ch𝛾𝑧 + C2sh𝛾𝑧 + C3{𝛾𝑧 ch𝛾𝑧 − 2(1 − 2𝜈)sh𝛾𝑧} 

                                 +C4{𝛾𝑧 sh𝛾𝑧 − 2(1 − 2𝜈)ch𝛾𝑧}]𝛾2 cos 𝛽𝑛𝑦 + 2𝜇[A𝑚ch𝜌𝑚𝑦 + D𝑚𝜌𝑚𝑦 sh𝜌𝑚𝑦]/𝐷0〕 sin 𝛼𝑚 𝑥 , 

      𝜎𝑥 = 𝛽 ∑𝑚〔 ∑𝑛[C1sh𝛾𝑧 + C2ch𝛾𝑧 + C3{𝛾𝑧 sh𝛾𝑧 + (1 + 2𝜈/√𝛽･𝛾2/𝛼𝑚
2 )ch𝛾𝑧} 

                                 +C4{𝛾𝑧 ch𝛾𝑧 + (1 + 2𝜈/√𝛽･𝛾2/𝛼𝑚
2 )sh𝛾𝑧} + 𝛽𝑛/𝛼𝑚𝛾(C5 ch𝛾𝑧 + C6 sh𝛾𝑧)] 𝛾 cos 𝛽𝑛𝑦 

                                 +12(1 − 𝜈)z[A𝑚ch𝜌𝑚𝑦 + D𝑚{𝜌𝑚𝑦 sh𝜌𝑚𝑦 − 2𝜈/(1 − 𝜈)ch𝜌𝑚𝑦}]/ℎ3        

                                 −(1 + 𝜈)√𝛽[I𝑚ch𝜌𝑚𝑦 + L𝑚{𝜌𝑚𝑦 sh𝜌𝑚𝑦 + 2(2 + 𝜈)/(1 + 𝜈)ch𝜌𝑚𝑦}]𝛼𝑚/ℎ〕𝛼𝑚
2 sin 𝛼𝑚 𝑥        (5) 

 

  (√𝛽 𝜕𝑥
2 +  𝜕𝑦

2)2𝑤ℎ =  𝑞𝑚  ,   (√𝛽 𝜕𝑥
2 + 𝜕𝑦

2)2𝜙1
ℎ = 0           (2)        

ここで，𝛽 = Ex / Ey , 𝜕𝑥
2 = 𝜕2/𝜕𝑥

2 , 𝜕𝑦
2 = 𝜕2/𝜕𝑦

2 , 𝜕𝑧
2 = 𝜕2/𝜕𝑧

2  

𝜆 , 𝜇 :ラメの定数 , 𝜈 :ポアソン比 
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４．本解析法の検証 

x,y 方向のスパンが a，版厚比 h/a=0.1 の異方性版(異方性度パラメータ α , β = 2.0)が等分布荷重を受ける例を

取り上げる．なお多層版の解析では区割り数 20 の STRIP 法を用い，級数の項数 m,n が 100 で，上添字(u)と(l)

は最上面と最下面を意味する．また異方性板は異方性薄板理論，古典解は等方性薄板理論を示す． 

4-1 相対 2 辺(y/a=±0.5)が自由，残りの辺が単純支持の場合 

たわみと応力の比較を表－1に示す．  

4-2 1 辺(y/a=0)が固定，残りの辺が単純支持の場合 

y 方向のスパンを 2a，中央線 y/a=0 の下面で剛な支持桁を有する版を想定し，対称性を考慮すればたわみと

応力は表－2の比較となる． 

4-3 1 辺(y/a=0)が固定，対辺(y/a=1.0)が自由，残りの辺が単純支持の場合 

たわみと応力の比較を表－3に示す．  

５．あとがき 

 弾性係数の大きい方向(強軸方向という)の応力が大きくなっている．詳細は当日発表する． 

参考文献 
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回道路橋床版シンポジウム, pp. 3-8, 2014. 

表－1a Mode-M でのたわみ,応力の比較(x/a=0.5,α=2.0) 

y/a= 
0.0 0.5 

異方性版 3 層版 古典解 異方性版 3 層版 古典解 

𝑤𝑢𝐸0/𝑞𝑎 144.3 145.3 142.9 162.6 148.8 164.8 

𝑤𝑙𝐸0/𝑞𝑎 144.3 145.3 142.9 162.6 148.8 164.8 

𝜎𝑥
𝑢/𝑞 -73.49 -73.61 -73.50 -77.99 -74.49 -79.08 

𝜎𝑥
𝑙 /𝑞 73.49 73.55 73.50 77.99 74.48 79.08 

𝜎𝑦
𝑢/𝑞 -19.83 -20.14 -16.26 0.0 0.0 0.0 

𝜎𝑦
𝑙 /𝑞 19.83 20.17 16.26 0.0 0.0 0.0 

 

表－1b Mode-D でのたわみ,応力の比較(x/a=0.5,β=2.0) 

y/a= 
0.0 0.5 

異方性版 3 層版 古典解 異方性版 3 層版 古典解 

𝑤𝑢𝐸0/𝑞𝑎 70.76 72.00 142.9 82.12 73.61 164.8 

𝑤𝑙𝐸0/𝑞𝑎 70.76 71,95 142.9 82.12 73.56 164.8 

𝜎𝑥
𝑢/𝑞 -73.41 -73.65 -73.50 -78.82 -74.42 -79.08 

𝜎𝑥
𝑙 /𝑞 73.41 73.52 73.50 78.82 -74.38 79.08 

𝜎𝑦
𝑢/𝑞 -12.93 -13.17 -16.26 0.0 0.0 0.0 

𝜎𝑦
𝑙 /𝑞 12.93 13.15 16.26 0.0 0.0 0.0 

 
表－2a Mode-M でのたわみ,応力の比較(x/a=0.5,α=2.0) 

y/a= 

0.0 0.5 

本解析 
等方性版 

本解析 
等方性版 

単一板 3 層版 単一板 3 層版 

𝑤𝑢𝐸0/𝑞𝑎 1.539 2.480 1.611 21.44 21.62 33.22 

𝑤𝑙𝐸0/𝑞𝑎 0.0  1.007 0.0  21.40 21.58 33.18 

𝜎𝑥
𝑢/𝑞 10.30 8.540 12.69 -14.63 -14.60 -21.26 

𝜎𝑥
𝑙 /𝑞 -50.24 -46.06 -49.86 14.66 14.86 21.31 

𝜎𝑦
𝑢/𝑞 51.83 51.46 45.09 -28.75 -28.90 -23.99 

𝜎𝑦
𝑙 /𝑞 -140.5 -138.6 -102.8 28.31 28.39 23.67 

 

表－2b Mode-D でのたわみ,応力の比較(x/a=0.5,β=2.0) 

y/a= 

0.0 0.5 

本解析 
等方性版 

本解析 
等方性版 

単一板 3 層版 単一板 3 層版 

𝑤𝑢𝐸0/𝑞𝑎 1.481 3.202 1.611 25.08 25.35 33.22 

𝑤𝑙𝐸0/𝑞𝑎 0.0  1.964 0.0  25.04 25.31 33.18 

𝜎𝑥
𝑢/𝑞 13.73 8.833 12.69 -30.00 -30.00 -21.26 

𝜎𝑥
𝑙 /𝑞 -38.16 -45.88 -49.86 30.01 30.84 21.31 

𝜎𝑦
𝑢/𝑞 36.11 34.50 45.09 -19.15 -19.23 -23.99 

𝜎𝑦
𝑙 /𝑞 -61.96 -81.89 -67.61 18.83 18.93 23.67 

 
表－3a Mode-M でのたわみと応力の比較(x/a=0.5,α=2.0) 

y/a= 

0.5 1.0 

本解析 
等方性版 

本解析 
等方性版 

単一板 3 層版 単一板 3 層版 

𝑤𝑢𝐸0/𝑞𝑎 51.19 52.28 -- 103.3 109.2 123.4 

𝑤𝑙𝐸0/𝑞𝑎 51.14 52.23 -- 103.3 109.2 123.4 

𝜎𝑥
𝑢/𝑞 -26.95 -26.92 -- -48.44 -47.34 -58.32 

𝜎𝑥
𝑙 /𝑞 27.09 27.30 -- 49.17 48.09 58.32 

𝜎𝑦
𝑢/𝑞 -17.67 -16.76 -- 0.0 0.0 0.0 

𝜎𝑦
𝑙 /𝑞 17.44 16.47 -- 0.0 0.0 0.0 

 

表－3b Mode-D でのたわみと応力の比較(x/a=0.5,β=2.0) 

y/a= 

0.5 1.0 

本解析 
等方性版 

本解析 
等方性版 

単一板 3 層版 単一板 3 層版 

𝑤𝑢𝐸0/𝑞𝑎 40.60 41.28 -- 69.63 73.96 123.4 

𝑤𝑙𝐸0/𝑞𝑎 40.56 41.23 -- 69.63 73.96 123.4 

𝜎𝑥
𝑢/𝑞 -43.60 -43.66 -- -66.10 -65.28 -58.32 

𝜎𝑥
𝑙 /𝑞 43.69 44.53 -- 67.02 66.00 58.32 

𝜎𝑦
𝑢/𝑞 -15.01 -14.75 -- 0.0 0.0 0.0 

𝜎𝑦
𝑙 /𝑞 14.80 14.57 -- 0.0 0.0 0.0 
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