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1. はじめに

非一様な流れ中の単一の剛な微小球形粒子に対する運動方程式であるMaxey-Riley方程式 1)は式 (1)
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で与えられる．ここで a, mp, vp(t)は粒子の半径，質量，速度を，u(x, t)は流速場を，µは流体粘度，mf は

粒子と同体積の流体塊の質量を，ezは重力加速度（絶対値 g）の作用反対方向の単位ベクトルを表す．右辺第

1項はストークス抗力，第 2項は圧力勾配力，第 3項は重力，第 4項は付加質量力，第 5項はバセット履歴力

をそれぞれ表す．付加質量項を分割して，dvp/dtとDu/dtを含む項をそれぞれまとめて整理すれば，

dvp

dt
=
u− vp

τ∗p
+ β

Du

Dt
− (1− β)gez +

√
3β

πτ∗p

∫ t

−∞

du
dτ − dvp

dτ√
t− τ

dτ (2)

を得る 2)．ここで β ≡ 3/(2γ +1)，γ ≡ mp/mf，τ∗p ≡ (3τp/(3− β))を表し，τp(≡ mp/(6πaµ))は十分に重い

（i.e., γ ≫ 1）場合の粒子緩和時間である．(i) γ → ∞の場合，β → 0となって，式 (2)の右辺第 2項（圧力勾

配項と呼称），第 4項（バセット履歴項）は他の項と比較して小さい．(ii) γ → 1の場合，γ = 1の極限で中立

浮遊状態となって右辺第 3項（重力項）のみが無視できる反面，圧力勾配項もバセット履歴項も同様に重要で

ある．(iii) 例えば γ = 100の場合，
√
β は β と比べてほぼ 2桁大きくなり，圧力勾配項は無視できるものの，

バセット履歴項は考慮すべき状態となる．水中での土砂粒子（γ ≈ 2.6）の場合，βと
√
βは同オーダーで上述

の (ii)の状況になる．しかしながらバセット項の計算には演算回数・記憶容量ともに高い負荷を伴うため，先

行研究の大半では無視されてきた．これには，水流中の浮遊砂の振る舞いをMaxey-Riley方程式（以下，MR

方程式）に基づいてモデル化したNabi et al.3)も含まれる．本報では，バセット履歴項も考慮したフルMR方

程式に基づく微小粒子混相流数値解析を行うことを目指して，近年提案されたバセット履歴項の効率的計算法
4)を実装し，その基本的な精度検証を行う．

2. バセット履歴高の効率的な計算法

式 (2) の右辺第 4 項（以下，FB と記述）は，cB ≡
√

3β/(πτ∗p)，g(τ) ≡ d(u − vp)/dτ を導入すれば，
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∫ t
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dτ と表される．カーネル (t− τ)−1/2は時刻 τ が現時刻 tに近づくと大きく，遠い過

去ほど小さな値をとるので，バセット項の計算の際には
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のように積分区間を分け（一般に twin ≪ t），FB,tailを無視することが行われてきた 5,6)．しかしながらカー

ネル (t − τ)−1/2は τ の低下とともに非常にゆっくりと減衰するため，この近似の導入は慎重になされるべき

である．本研究で導入する，van Hinsberg et al.の効率的なバセット項の計算法 4)の核心は，カーネルの重要

性が相対的に低下する FB,tailにおいて (t− τ)−1/2を指数関数で近似することで，FB,tailを再帰的に評価でき

るようにした点にある．すなわち，
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FB,tail ≈ cB
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のようにして積分区間を (−∞, t ]から [ t − twin − ∆t, t ]に狭められ，FB の計算コストを大幅に削減できる．

なお，文献 4)ではカーネルを指数関数で近似する際，
∑n

i=1 ai exp {−bi(t− τ)}のように複数の指数関数を線
形に重ね合わせることで，より広い範囲で近似精度を高める工夫がなされている．

3. 精度検証例

2.節で示したバセット履歴項の効率的計算法の精度検証には，先行研究 4,7)でも利用された定積分

F (t) =

∫ t

0
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dτ (5)

を採用する．この積分の理論値は
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で与えられる．ここでC(x), S(x)はそれぞれフレネル余弦/正弦積分を表す．t = 50πとして，時間刻み幅∆t

の値を系統的に変化させて相対誤差を算出した．結果を図 1に示す．誤差は∆t2にほぼ比例して減少しており，

時間 2次精度であることが確認された．

講演時にはより詳細な精度検証結果を示す予定である．
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図 1: 時間刻み幅∆tの変化に対する相対誤差の振る舞い．
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