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1. はじめに
海岸・河川・湖沼等の水環境流れの数値シミュレーション

には浅水長波方程式が一般的に用いられる．浅水長波方程

式は双曲型の方程式であり，たびたび段波や跳水等といった

不連続的な解を有する．このような現象に対して，近年注目

されている数値解析手法に Discontinuous Galerkin有限要
素法

1)
（以下 DG法）がある．DG法は従来の Continuous

Galerkin有限要素法（以下 CG法）と異なり，要素境界に
おいて解の不連続性を許容する．また，要素境界において

数値フラックスを導入することで，要素毎の局所的な保存

性を満足することが可能である．

　本研究では，浅水長波方程式の高精度解法の構築を目的

として DG 法に着目した．DG法の有効性について検討を
行うため，段波問題において三角形 1次要素および 2次要
素を用いた DG法の解析結果と従来の CG法（SUPG法に
基づく安定化有限要素法）

2)
の解析結果との比較を行った．

2. 数値解析手法
(1) 支配方程式

支配方程式として非線形浅水長波方程式を用いる．
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ここで，U は保存変数，F (U)，G(U)は流束関数，S(U)は
ソース項であり，それぞれ以下のように定義される．

U = [ h uh vh ]T (2)
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1
2
gh2 uvh ]T (3)
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2
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]T (5)

ここで，hは全水深，u，v は x，y 方向の断面平均流速，g

は重力加速度，z は基準面からの高さである．

(2) DG法による空間方向の離散化
式 (1)に試験関数 rを乗じ，Gaussの発散定理を用いると

以下に示す弱形式が得られる．
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図 – 1 段波問題

ここで，nx，ny はそれぞれ単位法線ベクトルの x，y方向
成分である．

　物理量と試験関数の近似式は以下のように表される．

U ≈ Uh =
N∑

i=0

Ui(t)φi(x, y), (7)

r ≈ rh =
N∑

j=0

αiφj(x, y), (8)

ここで，Ui(t)は自由度，φ(x, y)は基底関数，αiは任意定数

である．本研究では，基底関数に直交性を有する triangular
Dubiner basis3)を用いる．この特性により質量行列が対角
行列となり，陽的解法を用いることが可能となる．その他

の係数行列の評価には Gaussの数値積分法を用いる．
　要素境界 ∂Ωe において導入する数値フラックスとして，

本研究では Local Lax-Friedrichs flux4)
を用いる．また，不

連続部における数値振動を抑えるために，Slope Limiter処
理

5)
を導入する．また，時間方向の離散化には陽的 Runge-

Kutta法を用いる．

3. 数値解析例
本研究では，DG法の有効性について検討するために，数
値解析例として図－ 1に示すような段波問題を取り上げる．
微小時間増分量を 0.001s，両壁面で slip 条件とし，x 方向
（伝播方向）要素幅を変更して解析を行う．なお，y方向要
素幅を 0.2mとした．
　図－ 2，3はそれぞれ，x方向（伝播方向）要素幅が 1.0m
と 0.1m での解析における 10s 後の水面形状である．図よ
り，特に赤枠で囲った不連続部において DG法と CG法の
解析結果に有意な差がみられることが確認できる．また，

図－ 4，5は図－ 2，3における不連続部を拡大したもので
あり，図－ 6は DG法と CG法の 10s後の水深の二乗平均
平方根誤差を，要素幅を変更して比較したものである．図

より，CG法においてはメッシュの細分化による精度の向上
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図 – 2 10s後の水面形状 (要素幅：1m)

図 – 3 10s後の水面形状 (要素幅：0.1m)

図 – 4 不連続部での水面形状 (要素幅：1m)

に限界がみられる一方で，DG 法においては精度の向上が
みられ，不連続部における急峻な勾配を精度よく表現でき

ていることが確認できる．なお，DG 法の 1 次補間と 2 次
補間で精度に差がみられないが，これは Slope Limiter 処
理により，勾配を線形に修正していることが要因だと考え

られる。図－ 7は DG法と CG法の体積保存率を比較した
ものである．図より，メッシュの解像度にかかわらず DG
法はほぼ完全に体積を保存していることが確認できる．

4. おわりに
本論文では，浅水長波方程式に DG法を適用し，段波問

題において CG法の解析結果と比較することで DG法の有
効性について検討を行い，以下の結論を得た．

• DG法は CG法と比べて，メッシュの細分化に伴い，
不連続部において急峻な勾配をより良く表現し，高

精度な解が得られることが確認できた．

• DG 法はメッシュの解像度にかかわらず，ほぼ完全

図 – 5 不連続部での水面形状 (要素幅：0.1m)

図 – 6 誤差の比較

図 – 7 体積保存率の比較

に体積を保存することが確認できた．

　今後の課題としては，高次性を損なわない Limiter 処理
手法の導入等が挙げられる．
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