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1. はじめに
現在の構造解析分野では,差分法や有限要素法による数

値解析が活発に行われている．これらは,汎用性が非常に

高く,広範囲の物理現象を精度よく解析することが可能な

強力な数値解析手法である．一方で,差分法や有限要素法

は,破壊問題や大変形問題に対しては,格子や要素の破綻が

生じるなどの脆弱性を持つことが一般に知られている．そ

こで近年,粒子法と呼ばれる格子や要素を必要としない数

値解析手法が注目を集めている．しかし,粒子法による構

造解析の歴史は浅く,特に弾性波動解析は,代表的なものを

挙げると,武川ら 1)や岩本ら 2)による等方性弾性体に対す

る研究程度に留まっている．そこで,本研究では,粒子法の

一種であるMPS法 3) を用いて, 異方性材料に対する 2次

元弾性波動解析を行い,数値解析結果を示すことで,本手法

の有効性について検討する．

2. MPS法による異方性弾性波動解析の定式化
(1) 重み関数と粒子数密度

MPS法では,空間に対して重み付けを行うために,次式

に示す重み関数を導入する．

w(r) =


re
r

− 1 for (0 ≤ r ≤ re)

0 for (otherwise)
(1)

ここで, reは影響半径, rは粒子間距離である．任意の粒子

iに対して式 (1)の総和をとると, 次の粒子数密度 ni が得

られる．

ni =
∑
i ̸=j

w(|rj − ri|) (2)

ここで, riと rj はそれぞれ粒子 iと粒子 jの位置ベクトル

を示す．なお,初期配置によって得られる各粒子の粒子数

密度より全粒子の平均値を算出し,これを初期粒子密度 n0

とし,解析の全時間ステップにおいて,この値を使用する.

(2) 粒子間相互作用モデル

前節で説明した重み関数と粒子数密度を用いて,粒子間相

互作用モデルとして, divergence, Laplacianを以下のように

定義し,これらをベクトル微分演算子と等価なものとする．

⟨∇ · ϕ⟩i =
d

n0

∑
j ̸=i

[
(ϕj − ϕi)

|rj − ri|
· (rj − ri)

|rj − ri|
w(|rj − ri|)

]
(3)

⟨∇2ϕ⟩i =
2d

n0

∑
j ̸=i

[
(ϕj − ϕi)

|rj − ri|2
w(|rj − ri|)

]
(4)
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また, divergenceにおいて, 2粒子間の中点に変数を配置す

る場合,式 (3)は次のように表される．

⟨∇ · ϕ⟩i =
2d

n0

∑
j ̸=i

[
ϕij

|rj − ri|
· (rj − ri)

|rj − ri|
w(|rj − ri|)

]
(5)

ここで, dは空間次元数であり, ϕや ϕはそれぞれ任意の

スカラー変数,ベクトル変数である．

(3) MPS法における変位の定式化

粒子間相対変位 uij は次式で定義される．

uij = (rj − ri)−
1

2
(Ri(r

0
j − r0i )−Rj(r

0
j − r0i )) (6)

ここで, r0i と r0j はそれぞれ粒子 iと粒子 jの初期位置ベク

トルを示す．また, Ri, Rj は回転行列であり,それぞれ次

のように与えられる．

Ri =

[
cos θi − sin θi

sin θi cos θi

]
,Rj =

[
cos θj − sin θj

sin θj cos θj

]
(7)

回転行列による初期位置ベクトルの修正によって,せん断

応力に起因する剛体回転成分の除去が可能なので,精度の

良いひずみが得られる．なお, θi, θj の計算方法の詳細につ

いては,文献 3) 等を参照されたい．

(4) 支配方程式の離散化

物体の変位ベクトルを ui(x, t),応力テンソルを σij(x, t),

ひずみテンソルを εkl(x, t)とすると,時刻 tにおいて弾性

体の支配方程式は以下の式で与えられる．

ρüi(x, t) = σij,j(x, t) (8)

σij(x, t) = Cijklεkl(x, t) (9)

ここで, ρ は密度, Cijkl は弾性定数, (̇) は時間微分, (),iは

∂/∂xiである．解析対象が 2次元直交異方性弾性体である

場合,式 (9)は,以下のように表現される．
σ11

σ33

σ31

 =


C11 C13 0

C31 C33 0

0 0 C55




ε11

ε33

2ε31

 (10)

式 (10)を展開し,整理すると次の式を得る．[
σ11 σ13

σ31 σ33

]
= (11)

C13

[
ε11 + ε33 0

0 ε11 + ε33

]
+ 2C55

[
ε11 ε13

ε31 ε33

]

+

[
(C11 − C13 − 2C55)ε11 0

0 (C33 − C13 − 2C55)ε33

]
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式 (11)を,式 (8)に代入し,変形に回転成分が含まれない

ことを考慮すると,次の運動方程式を得る．

ρ
∂v1
∂t

= C13∇ · ((∇ · u)I) + 2C55∇2u1

+(C11 − C13 − 2C55)∇ · ((∇ · u1)I)

ρ
∂v3
∂t

= C13∇ · ((∇ · u)I) + 2C55∇2u3

+(C33 − C13 − 2C55)∇ · ((∇ · u3)I)

(12)

ここで, u1, u3は,それぞれ変位ベクトルの x1方向成分, x3

方向成分であり, I は単位ベクトルである．式 (12)のベク

トル微分演算子に,先に述べた粒子間相互作用モデルを適

用することで,式 (12)の左辺である加速度を計算すること

ができる．得られた加速度を用いれば,第 k+1ステップに

おける粒子速度 vk+1
i と粒子位置 rk+1

i は,それぞれ次のよ

うに更新することができる.

vk+1
i = vk

i +∆t

(
∂vi

∂t

)
(13)

rk+1
i = rki +∆tvk+1

i (14)

但し, ∆tは時間増分である．

3. 数値解析例
以下, 数値解析例を示す．解析モデルの形状寸法は, 図

1(a)のような長方形領域 50mm×100mmとした．入射波は,

解析モデルの上面中央に次のように与えた．

uin = u0(1− cos 2πα)

α =


n∆t

T
for (0 ≤ α ≤ 1)

0 for (otherwise)

(15)

ここで, nはステップ数, u0は振幅, T は周期である．但し,

実際の解析では, u0 = 0.50, T = 5.0× 10−7(s)としている．

(1) 精度の確認

まず, 本手法の精度を確認するために, 本手法によ

り得られた数値解と FEM 及び EFIT により得られた

数値解との比較検討を行った．材料は等方性鋼材とし,

密度は ρ=7850(kg/m3), 弾性定数はそれぞれ C11=282.7,

C13=C31=121.1, C33=282.7, C55=80.8(単位は GPa) で与え

た．解析結果を図 2に示す．図 2は,図 1 (a)の A点におけ

る変位の絶対値 |u|の時間変化を示している．本手法によ
る数値解は, FEM及び EFITによる数値解と概ね一致して

おり,解析結果は妥当であることが示された．

(2) 異方性材料中の 2次元弾性波動解析

次に,本手法を用いた異方性材料中の 2次元弾性波動解析

を示す．材料は直交異方性を示す一方向炭素繊維強化プラ

スチックとし,密度は ρ=1600(kg/m3),弾性定数はそれぞれ

C11=125.5, C13=C31=8.0, C33=15.1, C55=6.5で与えた．参

考のため, 本解析で用いた一方向炭素繊維強化プラスチッ

クの群速度曲線を図 1 (b)に示しておく．図 3 (a)-(d)に,そ

(a) (b)

incident wave

図 1 解析モデルと一方向炭素繊維強化プラスチックの群速度曲
線 (a)解析モデル (b)一方向炭素繊維強化プラスチックの群
速度曲線

図 2 MPS,FEM,EFITによる変位の絶対値 |u|
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図 3 全変位場のスナップショット (a) n = 500 (b) n = 1000 (c)
n = 1500 (d) n = 2000

れぞれステップ数 n = 500, 1000, 1500, 2000における全変

位場の絶対値 |u|を示す．図 3(a)-(d)より, qP波は横長に

伝播し, qS1波は縦長に伝播する様子が確認できる．この

傾向は,図 1 (b)の群速度曲線と一致する．また,図 3 (c)-(d)

より,境界からの反射波の伝播が見て取れる．以上のこと

から,本手法は定性的に一方向炭素繊維強化プラスチック

における波動伝播現象を再現出来たと言える．

4. まとめ
MPS法による 2次元異方性弾性波動解析の定式化を行っ

た．導出した定式化に等方性鋼材の弾性定数を用いた解析

を行い, FEM及び EFIT解析による解析結果とそれぞれ比

較することによって,本手法の妥当性を示した．また,異方

性材料に対する弾性波動解析を行い,結果の妥当性を示し

た．今後は, 3次元問題への拡張,高速化手法の適用に取り

組む予定である．
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