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1. まえがき 

 衝撃的な外力の作用による構造物内部の応力波伝播

現象をできるだけ正確に評価するためには，動弾性論

に基づく弾性体の運動方程式（波動方程式）を高精度

に解かなければならない． 

 さて，3次元動弾性論に基づく運動方程式の解u (x, t)

は，次のように仮定できる 1)． 

1
( , ) ( , ) ( ) ( )s

l l
l

t t Q t
∞

=

= + ∑u x u x U x  (1) 

ここで，us(x, t) は準静的解，Ul (x) は l 次の固有関数

（固有振動モード）であり，Ql (t) は時間関数（基準座

標）である．対象とする外力にもよるが，Ql (t) は

Duhamel 積分により解析的に求めることができる．よ

って，この Ul (x) と，その x に関する 1 階導関数を高

次の l まで精度良く求められれば，構造物内部の応力

波の伝播を正確に評価することができることになる． 

 通常，運動方程式の空間方向の離散化には，有限要

素法が用いられるが，波長が短くなると解析精度を確

保するために密な要素分割が必要になる．よって，有

限要素法による応力波伝播の精度を評価するためには，

その空間方向の分解能（モード分解能）を把握してお

くことが重要になる． 

 本研究の目的は，衝撃荷重が作用する板部材の応力

波伝播問題を例に取り，板部材の 3 次元自由振動問題

における有限要素法のモード分解能を把握することで

ある．本研究では，解析解を得ることができる周面単

純支持された矩形の線形弾性体を対象とし，解析解を

正解とすることで有限要素法により求められる固有値

（固有円振動数）と，その固有関数（固有振動モード）

の解析精度を調べた． 

 

2. 数値実験モデルと有限要素解析の離散化条件 

 図-1 のように長さ a，幅 b，高さ h を有する等質・

等方な矩形の線形弾性体と直交座標系を設定した 3 次 

 
 

図-1 弾性体と直交座標系 
 
元動弾性問題を考える．ここで，u, v, w は，それぞれ，

x, y, z 方向の変位成分である．弾性体の上下面（z = h, 0）

は自由面とし，周面（x = 0, a および y = 0, b）は単純支

持されているとする． 

 有限要素解析には，汎用コード ANSYS 15.0 を用い

た．6 面体要素のモード分解能（変形性能）を考察す

るために，8 節点（双）1 次要素（SOLID185）と 20

節点 2 次要素（SOLID186）を使用し，要素が立方体に

なるように分割した．なお，要素分割数は，mx × my × mz

で表す．ここで，mx, my, mz は，それぞれ，x, y, z 方向

の要素分割数を意味する． 

 

3. 数値実験および考察 

 数値実験では中等厚板を想定し，厚さ－長さ比 h/a = 

0.1，幅－長さ比 b/a = 1，ポアソン比ν = 0.3 を用いた．

有限要素法による固有円振動数Ω の精度を評価する

ために，本研究では，解析解（Analytical）に対する有

限要素解（FEM）の相対誤差を次のように定義した． 

FEM Analytical

Analytical

Error [%] 100
Ω − Ω

= ×
Ω

 (2) 

 周面単純支持された矩形弾性体の 3次元自由振動問

題は，解析的に解くことができる 1)．その自由振動は，

[1] 面内変位 u, v のみによる面内振動と，[2] 面内変位

u, v と面外変位 w が連成する面外振動に大別され，厚 
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図-2 面外振動の固有円振動数の相対誤差に与える要素分割数 mx × my × mzと要素タイプの影響 
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SOLID186 

 
Error = 0.04 % 
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図-3 面外基本振動の厚さ方向 6 次モードに与える厚さ方向の要素分割数 mzと要素タイプの影響 
 

さ方向にも波数が存在する．h/a = 0.1 である矩形弾性

体の 1 次から 10,000 次までの自由振動の内，面内振動

は 4,494 個，面外振動は 5,506 個である．面外振動の

みを対象として固有円振動数の相対誤差に与える要

素分割数と要素タイプの影響を纏めたものが図-2 で

ある．これより，要素タイプに関わらず，要素分割数

を増大させると，相対誤差は小さくなる．また，

SOLID186 の mx × my × mz = 80 × 80 × 8（自由度数

684,531）の結果は，5500 次程度までの固有円振動数

を相対誤差 0.2 %以下の精度で計算できている． 

 次に，固有振動モードの解析精度を検証した一例と

して，面外基本振動の厚さ方向 6 次モードに与える

mzと要素タイプの影響を図-3 に示す．ここでは，解析

精度に与える mzの影響を調べるために，mx × my = 50 × 

50 に固定して，mzを 5（要素の aspect 比が 1）から 15

（要素の aspect 比が 3）まで変化させた．SOLID186

の結果に着目すると，aspect 比が 1 のときに固有円振

動数の相対誤差が 0.04 % という高い精度が得られて

おり，固有振動モードも正しく計算されている．しか

し，厚さ方向の波数を精度良く近似する目的で mzを大

きくすると，固有円振動数の相対誤差は 0.02 % の精

度に改善されているのにも関わらず，正解とは異なる

固有振動モードが計算されている． 

 

4. まとめ 

(1) 2 次要素を用いて aspect 比が 1 になるように要素

分割すれば，5500 次程度までの面外振動の固有円

振動数を相対誤差 0.2 % 以下の精度で計算できる． 

(2) 固有円振動数は良好な精度で計算されていても，

要素の aspect 比によっては正解とは異なる固有振

動モードが計算されてしまうことがある． 
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