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1. はじめに
構造物の維持管理の観点から,初期段階のきずであると

考えられる微小き裂を検出・計測することは重要である. し

かしながら,これらのき裂は多くの場合,全体,もしくは先

端部分が閉口していることが知られている. このような閉

口き裂の検出・計測に対して,母材ときずの音響インピー

ダンス差異を用いる通常の線形超音波法の適用は難しい.

それは,閉口き裂が入射超音波の大部分を透過させてしま

うためである. 以上のような理由から, 閉口き裂の検出・

計測に対して, 接触音響非線形性 (CAN: Contact Acoustic

Nonlinearity)1) による非線形超音波発生現象をベースした

非線形超音波法が有効な検査手法となることが期待されて

いる.

非線形超音波法では,きずの非線形性によって受信波に

含まれる高調波・分調波を周波数解析により抽出し,きずの

位置推定や深さ計測を行う. ここで,高調波,及び分調波は

それぞれ入射波の中心周波数の整数倍,及び整数分の一の

周波数成分を有する波である. 高調波の発生メカニズムは,

30年以上前にその現象が提唱されてから 2),き裂面での繰

り返し打撃やせん断応力の変化による説明がなされ,概ね

明らかにされたと考えられる 3). しかしながら,分調波に関

しては,その発生は確認されているものの 1, 4),発生メカニ

ズムは未だほとんど解明されておらず,さらなる理論的な

アプローチが必要である. そのため,本研究では分調波発生

現象に着目し,数値シミュレーションを実行する.

CANによる分調波発生現象の数値シミュレーションは

先行研究として,差分法 5),有限要素法 6) による報告例が

あるが,これらの数値シミュレーションでは非常に薄い剥

離部分が接触を有する場合に限定されている. 一方,著者ら

は,無限領域中の曲線き裂,及び閉口配置された二つのき裂

に対する 2次元数値シミュレーションを実行し,分調波発

生現象を再現した 7). しかしながら,対象とした形状・配置

のき裂が実際に存在するかどうかといった問題は考慮して

いない. そのため,本研究では,計測実験によって分調波発

生現象が確認されている材料表面のき裂 4)に対して数値シ

ミュレーションを実行し,その非線形振動現象について考

察する.

非線形解析には,き裂のモデル化,及びき裂面での境界条
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件の取り扱いが精度良く容易に行える時間領域境界要素法

を用いる. また,分調波が発生したことを明確に判断できる

ように比較的長時間の解析を行う. 数値解析を安定かつ高

精度に行うため,陰的 Runge-Kutta法を用いた演算子積分

法 (CQM)を時間方向, Galerkin法を空間方向の離散化に用

いる. き裂面の接触モデルには,文献 7) と同様のものを用

いる.

2. 解くべき問題及び境界積分方程式
図 1に示すように,自由表面 Ss を有する半無限領域 D

中にき裂面 S(= S+ ∪S−)を有する表面き裂が存在するモ

デルを考える. ここで,上付き添字の ±は向かい合うそれ
ぞれのき裂面を表している. 領域 Dは線形,均質な等方性

弾性体であると仮定し,き裂面での表面力の連続性を考慮

すると,変位 uが満足する支配方程式,及び境界・初期条件

は次のように与えられる.

c2T∇2u(x, t) + (c2L − c2T )∇∇ · u(x, t) = ü(x, t) x ∈ D

(1)

t(x, t) = 0 x ∈ Ss (2)

t+(x, t) + t−(x, t) = 0 x ∈ S (3)

[u](x, t)
(
≡ u+(x, t)− u−(x, t)

)
= 0 x ∈ ∂S (4)

usc(x, 0) = u̇sc(x, 0) = 0 x ∈ D (5)

ここで,上付き添字の scは散乱波を表しており,自由場ufree

のき裂による乱れとして定義しており, u = ufree + usc で

ある. また, ufreeはき裂が存在しない場合の解であり,入射

波 uin, 及び自由表面による反射波 uref によって, ufree =

uin + uref と表される. tは表面力であり,上付き添字の ±
は対応する法線方向ベクトル n±を表している. [u]はき裂

開口変位である. また, cL, cT は P波, S波の波速であり, ˙( )

は時間微分である. 式 (4)はき裂の縁 ∂S において,開口変

位がゼロであることを表しており,式 (5)は静止過去の条件

図 1 半無限弾性体中の表面き裂による波動散乱問題
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である.

境界条件 (2), (3),初期条件 (5), Sommerfeldの放射条件を

考慮すると,支配方程式 (1)からDにおける uの積分表現

が導出される. その後,観測点を領域D内から境界 S, Ss上

に極限移行し,重み関数 ψを用い Galerkin法によって評価

することを考えると,次の式を解くこととなる 8).∫
S+

ψ(x)t+(x, t)dSx =

∫
S+

ψ(x)tfree;+(x, t)dSx

−
∫ t

0

∫
Ss∪S+

ψ(x)

× p.f.

∫
Ss

W+(x,y, t− τ) · usc(y, τ)dSydSxdτ

−
∫ t

0

∫
Ss∪S+

ψ(x)

× p.f.

∫
S+

W+(x,y, t− τ) · [u](y, τ)dSydSxdτ (6)

ここで, W は超特異積分核, tfreeは自由場の表面力であり,

p.f.は発散積分の有限部分を表している.

式 (6)を離散化し,適切な境界条件によって連立一次方程

式を構成し,数値的に解く. しかしながら,本稿では紙面の

都合上,それらを省略する.

3. 数値解析例
本稿では,分調波発生現象が確認できた場合の一例とし

て,図 2に示すように,自由表面に対して 45◦の角度を有す

る長さ aの表面き裂に対して平面波を入射したときの解析

結果を示す. このとき,入射角は 75◦ とし,中心周波数 f in,

振幅 u0, 15周期の正弦バースト波形を有する平面 P波を用

いた. 材料定数は,ポアソン比 0.3,静止摩擦係数 0.74,動摩

擦係数 0.47とした.

本研究では,遠方における後方散乱 P波を受信波として

評価する. 遠方近似された散乱 P波 ufarL は遠方散乱振幅ΩL

を用いて次のように表される.

ufarL (x, t) ≃ 1√
8πx

ΩL

(
x̂, t− x

cL

)
(7)

このとき, x = |x|, x̂ = x/x と定義している. 計算パラ

メータは入射波の中心波数 kT (= 2πf in/cT ),き裂の初期開

口変位 ug を与えるものとし, 本稿の解析例ではそれぞれ

kTa = 3.5, ug/u0 = 0.0とした.

ΩLの時刻歴波形,及び最大値で正規化されたフーリエス

ペクトルを図 3に示す. 図 3(a)より,大小の振幅を交互に繰

り返す典型的な分調波が含まれる波形になり,安定している

様子がわかる. また,図 3(b)中の A 1
2ω
/Aω は分調波と基本

周波数に対応するフーリエ振幅の比を表しており, A 1
2ω
/Aω

の明確なピークが確認できる. 以上より,接触条件を考慮し

た材料表面のき裂による弾性波の散乱問題では,特定の条

件下において分調波発生現象が起こることがわかる.

Straight-line
crack

Traction-free surface

45°

75°

図 2 数値解析モデル
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図 3 kT a = 3.5, ug/u0 = 0.0 のときの (a) 後方散乱 P 波に対す
る遠方散乱振幅, (b)正規化されたフーリエスペクトル

4. おわりに
本稿では,材料表面のき裂による散乱問題に対する境界

積分方程式,及び解析例の一部を示した. き裂の角度や入射

角を変化させた場合の解析結果,及びそれらの考察につい

ては当日報告する.
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