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１．はじめに 

 風災害や火山災害では瓦，木片，噴石などの飛翔物

による被害がある．これらの物体形状は複雑で不規則

である．これらの物体の挙動を解析するためには多様

な物体形状の解析モデルが必要である．有限要素法は

解析対象の形状作成の任意性においてきわめて優れた

手法であるが,メッシュ生成に多くの労力がかかるこ

と,また CAD で作成された曲面形状を厳密に表現しき

れないことが弱点として挙げられる.そこで CAD で用い

られるNURBS（Non-Uniform Rational B-spline）を有限要素

の基底関数に用いたIGA（Isogeometric Analysis）という解

析手法が提案されている 1). 

本研究では CAD ソフトから物体の形状データを抽

出し, NURBS を用いて物体形状を作成し,物体の運動解

析に必要な諸量を算出することを目的とするもの 2,3 )で,

３次元物体の扱いについて報告する. 

２．NURBS による曲面の表現 

 曲面の表現に用いる NURBS 基底関数は次式(1)の

ように,2つのパラメータξ, ηの関数として定義される. 

ここで 𝑤𝑖𝑗は重み,𝑁𝑖,𝑝, 𝑀𝑗,𝑞 は B-spline 基底関数，𝑝, 𝑞 

は基底関数の次数, 𝑛, 𝑚は基底関数の数,𝑖はノットベク

トル Ξ =  {𝜉1,・, 𝜉𝑖 ,・, 𝜉𝑛+𝑝+1} の成分の番号, 𝑗はノット

ベクトル ℋ =  {𝜂1,・, 𝜂𝑗 ,・, 𝜂𝑚+𝑞+1} の成分番号である． 

B-spline 基底関数𝑁𝑖,𝑝は以下のように逐次的過程に

より定義される.  

次数𝑝=0 のとき 

𝑁𝑖,𝑝(𝜉) = {
1,  𝑖𝑓 𝜉𝑖  ≤  𝜉 <  𝜉𝑖+1

0,  𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒              
 (2) 

次数𝑝>0 のとき  

𝑁𝑖,𝑝(𝜉) =
𝜉 − 𝜉𝑖

𝜉𝑖+𝑝 + 𝜉𝑖

𝑁𝑖,𝑝−1(𝜉) +
𝜉𝑖+𝑝+1 − 𝜉

𝜉𝑖+𝑝+1 − 𝜉𝑖+1

𝑁𝑖+1,𝑝−1 (3) 

ノットベクトルΞはノット𝜉𝑖の値が同じ,もしくは

大きくなるように並べなければならない. NURBS

曲面は NURBS 基底関数とコン

トロールポイントの線形結合に

より式(4)のように表わされる. 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝐒(𝜉, 𝜂)= ∑ ∑ 𝑅𝑖,𝑗
𝑝,𝑞(𝜉, 𝜂)𝑩𝑖𝑗   𝑚

𝑗=1
𝑛
𝑖=1   (4) 

𝐒 = 〈𝑥(𝜉, 𝜂), 𝑦(𝜉, 𝜂), 𝑧(𝜉, 𝜂)〉 T は NURBS 曲面 , 𝑩𝑖𝑗 =

〈𝑥𝑖𝑗 , 𝑦𝑖𝑗𝑧𝑖𝑗〉T はコントロールポイントである .図１に

NURBS 曲面を用いて作成した球と用いた数値を示す.

これらの数値は CAD ソフト Rhinoceros から抽出した.  

𝑩𝑖𝑗 𝑤𝑖𝑗 

𝑥 y 𝑧  

5 0 5 1 

10 0 5 1/2 

10 5 5 1 

10 10 5 1/2 

5 10 5 1 

0 10 5 1/2 

0 5 5 1 

0 0 5 1/2 

5 0 5 1 

𝑅𝑖,𝑗
𝑝,𝑞(𝜉, 𝜂) =

𝑁𝑖,𝑝(𝜉)𝑀𝑗,𝑞(𝜂)𝑤𝑖𝑗

∑ ∑ 𝑁𝑘,𝑝(𝜉)𝑀𝑙,𝑞(𝜂)𝑤𝑘𝑙
𝑚
𝑙=1

𝑛
𝑘=1

 (1) 

  

𝑩𝑖𝑗  𝑤𝑖𝑗 

𝑥 y 𝑧  

5 5 0 1 

10 5 0 1/√2 

10 5 5 1 

10 5 10 1/√2 

5 5 10 1 

(b) η=０の曲線（𝑥, 𝑦 面内） (c) ξ＝０の曲線（𝑥, 𝑧 面内） 

図１NURBS で表した球面形状と用いた諸数値 

(a) 球とパラメータξ,η 

ξ = 0 ξ = 31.4 

ℋ ={
𝜂1, 𝜂2, 𝜂3, 𝜂4,
𝜂5, 𝜂6, 𝜂7, 𝜂8

} 

 = {
−7.85, −7.85, −7.85,

0,0,7.85,7.85,7.85
} 

■―コントロールポイント𝑩𝑖𝑗 

●―ノット𝜉𝑖, 𝜂𝑗 

 

 

 

ξ = 0 
ξ = 31.4 

η = 0 

η = −7.85 

η = 7.85 

η 

ξ 

土木学会第71回年次学術講演会(平成28年9月)

 

-13-

CS8-007

 



 

３．体積,重心,慣性モーメントの算出 

運動解析に必要な体積𝑉,重心(𝑥𝐺,𝑦𝐺 , 𝑧𝐺),慣性モー

メント 𝐼𝑥𝑥 , 𝐼𝑦𝑦 , 𝐼𝑧𝑧 , 𝐼𝑥𝑦 , 𝐼𝑥𝑧 , 𝐼𝑦𝑧 をガウスの発散定理[式

(5)]により算出する. 

∭ ∇・𝐹 𝑑Ω
Ω

=  ∬ 𝐹・𝒏 𝑑Γ
Γ

        (5) 

ここで Ω は物体が占める領域 ,  Γ は物体の表面 , 

𝒏 = 〈𝑛𝑥 , 𝑛𝑦, 𝑛𝑧〉T は表面Γ上の外向き単位法線ベクトル

である.体積 𝑉の場合,被積分関数を以下のように与える. 

その結果体積𝑉は次の表面積分で表される. 

𝑉 = ∫ ∫ {
1

3
𝑥(𝜉, 𝜂)𝑛𝑥 +

1

3
𝑦(𝜉, 𝜂)𝑛𝑦 +

1

3
𝑧(𝜉, 𝜂)𝑛𝑧}

𝜉𝐿

𝜉0

𝜂𝐿

𝜂0
𝑑𝜉𝑑𝜂 (7) 

ここで方向余弦𝑛𝑥 , 𝑛𝑦, 𝑛𝑧は次式で表される. 

重心を求めるために１次モーメントを算出する. 𝑧 𝑥

面からの距離𝑦を積分する１次モーメント𝐺𝑧𝑥は次のよ

うに表される. 

𝐺𝑧𝑥 =  ∭ 𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
Ω

  (9) 

被積分関数は次のように与えた. 

𝐹𝑦=
1

2
𝑦2 (

𝜕𝐹𝑦

𝜕𝑦
= 𝑦)  (10) 

その結果１次モーメントは次の表面積分で表される. 

𝐺𝑧𝑥 =   ∫ ∫ {
1

2
𝑦2(𝜉, 𝜂)𝑛𝑦}

𝜉𝐿

𝜉0

 𝑑𝜉𝑑𝜂
𝜂𝐿

𝜂0

  (11) 

𝑧軸まわりの慣性モーメント 𝐼𝑧𝑧は次のように表される. 

被積分関数を次のように与えた. 

その結果慣性モーメント 𝐼𝑧𝑧は次の表面積分で表される. 

𝐼𝑧𝑧 =   ∫ ∫ {
1

3
𝑥3(𝜉, 𝜂)𝑛𝑥 +

1

3
𝑦3(𝜉, 𝜂)𝑛𝑦}

𝜉𝐿

𝜉0

𝜂𝐿

𝜂0

𝑑𝜉𝑑𝜂  (14) 

慣性乗積𝐼𝑥𝑦は次のように表される. 

被積分関数は次のように与えた. 

その結果慣性乗積𝐼𝑥𝑦は次の表面積分で表される. 

𝐼𝑥𝑦 =   ∫ ∫ {
1

4
𝑥2𝑦(𝜉, 𝜂)𝑛𝑥 +

1

4
𝑥𝑦2(𝜉, 𝜂)𝑛𝑦}

𝜉𝐿

𝜉0

𝜂𝐿

𝜂0

𝑑𝜉𝑑𝜂 (17) 

式(7),(11),(14),(17)には,NURBS 曲面の導関数
∂𝐒

∂ξ
,

∂𝐒

∂η
が

必要である . 球

面の導関数のホ

ドグラフを図２

に示す.図２(a)

は赤道から北極

までの形状を示

した.図２(b)は

経度 0度から 163

度までの形状を

示した .台形側

を適用し,数値積

分した結果を表

1 に示す.  

 

４．まとめ 

NURBS を用いて作成した物体形状に対し,ガウスの

発散定理を用いて３次元物体の体積，重心，慣性モー

メントを算出した.物体形状の例として球を作成した.

体積，重心，慣性モーメントの計算は慣性乗積の計算

値の誤差が大きいため今後改善する必要がある.今後は

さまざまな３次元物体形状の作成と運動解析を行う. 
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𝐹𝑥= 
1

3
𝑥 , 𝐹𝑦=

1

3
𝑦 , 𝐹𝑧=

1

3
𝑧（

𝜕𝐹𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝐹𝑦

𝜕𝑦
+

𝜕𝐹𝑧

𝜕𝑧
 = 1）  (6) 

𝑛𝑥 =  
𝜕𝑦

𝜕𝜉

𝜕𝑧

𝜕𝜂
−

𝜕𝑧

𝜕𝜉

𝜕𝑦

𝜕𝜂
  𝑛𝑦 =  

𝜕𝑧

𝜕𝜉

𝜕𝑥

𝜕𝜂
−

𝜕𝑥

𝜕𝜉

𝜕𝑧

𝜕𝜂
  

           𝑛𝑧 =  
𝜕𝑥

𝜕𝜉

𝜕𝑦

𝜕𝜂
−

𝜕𝑦

𝜕𝜉

𝜕𝑥

𝜕𝜂
 

(8) 

𝐼𝑧𝑧 = ∭  (𝑥2 + 𝑦2)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
Ω

  (12) 

𝐹𝑥=
1

3
𝑥3, 𝐹𝑦=

1

3
𝑦3 (

𝜕𝐹𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝐹𝑦

𝜕𝑦
= 𝑥2 + 𝑦2)  (13) 

𝐼𝑥𝑦 = ∭ 𝑥𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧   (15) 

𝐹𝑥= 
1

4
𝑥2𝑦 , 𝐹𝑦=

1

3
𝑥𝑦2（

𝜕𝐹𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝐹𝑦

𝜕𝑦
+

𝜕𝐹𝑧

𝜕𝑧
= 𝑥𝑦）  (16) 

 計算値 理論値 誤差（％） 

𝑉 518.21 523.58 -1.02 

𝑥𝐺(𝐺𝑦𝑧/𝑉) 5.03 5 0.63 

𝑦𝐺(𝐺𝑧𝑥/𝑉) 5.04 5 0.73 

𝑧𝐺(𝐺𝑥𝑦/𝑉) 4.96 5 -0.80 

𝐼𝑥𝑥 5228.8 5236.0 -0.135 

𝐼𝑦𝑦 5306.3 5236.0 1.34 

𝐼𝑧𝑧 5297.7 5236.0 1.18 

𝐼𝑥𝑦 8.88 0  

𝐼𝑥𝑧 -0.033 0  

𝐼𝑦𝑧 -0.33 0  

図２ 球の導関数のホドグラフ 

(a)各緯度ごとの球の形状と導関数のホドグラフ（η一定） 

(b)各経度ごとの球の形状と導関数のホドグラフ（ξ一定） 

赤道 
北緯 45 度 

北極 

北緯 65 度 

赤道 北緯 45 度 

北極 

北緯 65 度 

０度 

40.9 度 

8

1

.

8

度 

1

2

2

.

7

度 

163.6 度 

０度 
163.6 度 

40.9 度 

81.8 度 122.7 度 

表１ 体積，重心，慣性モーメントの 

計算結果 

122.7 度 81.8 度 
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