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1. はじめに
著者らは，既報において，大規模津波解析を高精度かつ効

率的に行うため安定化有限要素法に基づく 2 次元・3 次元
ハイブリッド津波解析モデルの構築

1)
を行った．既報の手

法において，2次元の解析では浅水長波方程式を用い，CG
法である SUPG法に基づく安定化有限要素法を用いて離散
化を行ったが，近年，要素間で不連続解を許容し，局所的に

高次補間する可能である Discontinuous Galerkin 法（DG
法）が注目され，特に双曲型方程式（不連続問題）に対して

有効に用いられている．

　そこで，本研究では，浅水長波流れの高精度な数値解析を

行うことを目的とし，浅水長波方程式の離散化手法に DG
法を適用し，移動境界手法および Slope Limiter 処理手法
の導入を行った．ダムブレイク問題と底面勾配が変化する

問題について本手法の妥当性および有効性を検討する．

2. 数値解析手法
(1) 支配方程式

1次元保存型の非線形浅水長波方程式を以下に示す．

∂U
∂t

+
∂F
∂x

= S, (1)

ここで，U，F，Sはそれぞれ未知変数，流束関数，ソース
項に関するベクトルであり，以下のように定義される．

U =
[

ζ
q

]
,F =

[
q

q2/H + g(H2 − h2)/2

]
, (2)

S =
[

0
gH(So − Sf )

]
, (3)

ここで，H は全水深，ζ は水位変動量，q は流量，g は重力

加速度である．また，So，Sf はそれぞれ勾配項，摩擦項で

あり，式 (4)に表される．

So = −∂zb

∂x
, Sf =

n2q|q|
H10/3

, (4)

ここで，zb は底面高，nはマニング粗度係数である．

(2) DG法による空間方向の離散化
任意要素 (xj−1, xj)に対して式 (1)に試験関数 v を掛け，

部分積分を行うと，以下の弱形式が得られる．
∫ xj

xj−1

∂U
∂t

vdx −
∫ xj

xj−1

F
dv

dx
dx + Fv

∣∣∣
xj

xj−1

=
∫ xj

xj−1

Svdx,

(5)

ここで，Uと v の近似解として以下の補間多項式Uh と vh

を用いる．

Uh

∣∣∣
Ωj

= U0
j(t)φ̃0(x) + U1

j(t)φ̃1(x) + · · · + Up
j (t)φ̃p(x),

(6)

vh

∣∣∣
Ωj

= α0φ̃0 + α0φ̃1 + · · · + α0φ̃p, (7)

ここで，p は多項式の次数である．本論文では p = 1 と
し，1 次補間を行う．なお，

{
α
}p

i=0
は任意スカラー関数，

Φ̃≡
{
φ̃
}p

i=0
は基底関数である．式 (5)を書き換えると，

MjU̇j = Fj + Φ̃(x+
j−1)F̂j−1 − Φ̃(x−

j )F̂j + Sj ,

forj = 1, 2, · · · , N, (8)

ここで，Mj は質量行列，Fj は流束ベクトル，F̂は数値フ
ラックスベクトル，Sj はソースベクトル，N は要素数であ

る．DG法では要素間で関数値の不連続を許容するため，そ
の要素境界においての物理量収支を数値フラックスで行う．

本研究では Lax-Friedrichs Fluxを適用する．

F̂j =
1
2

(
F(U−

j ) + F(U+
j )

)
− λmax

2
(U+

j − U−
j ) (9)

λmax = max(|u+ − c+|, |u− − c−|,
|u+ + c+|, |u− + c−|) (10)

c+ =
√

gH+, c− =
√

gH− (11)

(3) 時間方向の離散化

既往の研究
2)
において，DG 法に時間方向の離散化では

空間方向補間次数より 1 次高いのが必要である．本論文で
は空間方向に 1 次補間するため，時間方向に 2 次の TVD
(Total Variational Diminishing) Runge-Kutta法を適用す
る．式 (8)のMj を右辺に移動し，右辺を Rhp(U)に書く
と，以下の式となる．

U̇ = Rhp(U), (12)

そして，以下により求解する．

U[1] = Un + ∆tRhp(Un), (13)

Un+1 =
1
2
Un +

1
2
U[1] +

1
2
∆tRhp(U[1]). (14)

　また，CFL (Courant-Friedrichs-Lewy)条件は式 (15)を
適用する．

max
[ ∆t
∆x

(|u| + c)
]
≤ 1

2p + 1
. (15)

(4) 水位変動量および流量に対する Slope Limiter法
不連続面において生じる数値振動を抑えるため，Slope

Limiter 法の導入を行う．本研究では Lai らによる提案し
た Water Surface Slope Limiter2)を適用する．図－ 1 に

KeyWords： Discontinuous Galerkin法，浅水長波方程式，Slope Limiter，移動境界

連絡先： 〒112-8551 東京都文京区春日 1-13-27 TEL 03-3817-1815

土木学会第71回年次学術講演会(平成28年9月)

 

-193-

Ⅱ-097

 



図 – 1 Slope Limiter法

示すようにある要素 eの物理量 f に対して，以下の処理を

行う．

f(x) = f̄e + (x − xe,mp)σe, xj−1 ≤ x ≤ xj , (16)

ここで，f̄e は要素 e の平均値，xe,mp は要素中点の座標値

である．なお，関数 f は水位変動量 ζ あるいは流量 q であ

る．σe は式 (17)で表す，

σe =
[sign(a) + sign(b)]

2
min

( |a + b|
2

, 2|a|, 2|b|
)
, (17)

ここで，a，b，(a + b)/2はそれぞれ上流側勾配，下流側勾
配，中間勾配である．

a =
f̄e − f̄e−1

xe,mp − xe−1,mp
, (18)

b =
f̄e+1 − f̄e

xe+1,mp − xe,mp
, (19)

a + b

2
=

f̄e+1 − f̄e−1

xe+1,mp − xe−1,mp
, (20)

(5) 移動境界処理手法

本研究では移動境界処理手法として，乾燥底面に微小水

深を設ける手法
3)
を導入した．

3. 数値解析例
(1) 孤立波伝播問題

水位変動量および流量に対して Slope Limiter 処理手法
の妥当性の検討を行うため，図－ 2 に示す底面勾配が変化
する孤立波伝播問題を取り上げ，SUPG法に基づく安定化
有限要素法

4)
（CG法）の解析結果との比較を行う．計算条

件として分割幅を 0.1mとし，微小時間増分量は 0.005sと
する．

　図－ 3に 11sにおける CG法と DG法による水変動量の
解析結果を示す．図より，両手法の水面形状は概ね一致し

ており，DG 法による解析結果の波峰は CG 法に比べて減
衰が小さいことがわかる．また，Slope Limiter処理手法の
導入により，波の先端に現れたオーバーシュートおよびア

ンダーシュート現象が抑えられている．

(2) ダムブレイク問題

移動境界処理手法の導入により，DG 法による 1 次元の
浅水長波流れ解析の有効性を検討するため，図－ 4 に示す
ダムブレイク問題を取り上げる．計算条件として，x 方向

の分割幅は 0.05m，微小時間増分量は 0.0001s，微小水深は
0.001mとする．
　図－ 4 に 1s における DG 法，CG 法の解析結果と理論
解の比較を示す．全水深の図（左）より，CG 法と DG 法

図 – 2 孤立波伝播問題

図 – 3 水位変動量（11s後）

図 – 4 ダムブレイク問題における水深（左）と流速（右）（1s後）

の解析結果は大きな差異が見られなく，理論解と良い一致

を示していることが確認できた．また，流速の図（右）よ

り，DG 法の流速は CG 法に比べ理論解と良い一致を示し
ている．

4. おわりに
本論文では，DG 法による浅水長波流れ解析の検討を行

い，以下の結論を得た．

• 孤立波伝播問題において，本手法の解析結果は CG
法に比べて減衰が小さいことが確認できた．また，

Slope Limiter 処理手法の導入により，オーバーシ
ュートとアンダーシュート現象が抑えられた．

• ダムブレイク問題において，本手法は CG 法に比べ
て理論解と良い一致を示していることが確認できた．

　今後の課題としては，高次補間を行うことと 2 次元解析
を行うことが挙げられる．
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