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１．はじめに 地震動のフーリエ位相スペクトル（以

下，地震動位相とよぶ）を円振動数で微分したものは

群遅延時間と呼ばれ，地震動の経時特性と関係を有す

る 1)-3)．波形合成の際にこの関係を利用し，適切な群遅

延時間を与えることにより，適切な経時特性を有する

波形を合成しようとする研究が過去に数多く行われて

きている 4)5)．また，その成果は実用的な設計入力地震

動の策定にも応用されるに至っている 6)7)． 

しかしながら，地震動位相および群遅延時間の統計

的性質についてはいまだに未解明な点が残されており，

継続的な研究が行われている．特に，最近，地震動位

相がフラクタル的性質を有するとの立場から，一連の

精力的な研究が行われている 8)-12)．この一連の研究の中

で，地震動位相は円振動数に対していたるところ微分

不可能であり，地震動位相の円振動数に関する 1 階微

分である群遅延時間は定義できないとの新たな考えが

示されている 12)．このことが正しいとすれば，地震動

位相の微分としての群遅延時間という概念に依拠して

きた既往研究 1)-5)の根拠が揺らぐことになり，その実務

への応用にも疑問符が付くこととなってしまう． 

そこで，本稿においては，地震動位相の微分可能性

に関する理論的考察を行う． 

２．地震動のフーリエ変換の微分可能性 まず，地震

動位相の定義に立ち返り，地震動のフーリエ変換の微

分可能性について確認する．ここでは地震動の時刻歴

波形 f(t)として，限定された時間区間[0, T]のみで値を持

ち，その外側ではゼロであるものを考える．また地震

動のフーリエ変換と逆変換は次式で定義する． Fሺωሻ ൌ ׬ fሺtሻeି୧ω୲∞ି∞ dt              (1) fሺtሻ ൌ ଵଶπ׬ Fሺωሻe୧ω୲∞ି∞ dω           (2) 

ここにωは円振動数である．式(1)をωで形式的に微分

すると 

ୢ୊ሺωሻୢன ൌ െi ׬ t	fሺtሻeି୧ω୲∞ିஶ dt        (3) 

となるので，F(ω)のωに関する微分が存在するかどう

かという問題は，関数 tf(t)のフーリエ変換が存在するか

という問題に帰着するが，ここでは f(t)は時間区間[0, T]

のみで値を持つ関数としているので，tf(t)も同じ時間区

間のみで値を持つ関数となり，フーリエ変換可能な関

数の条件 13)である 

׬ |tfሺtሻ|ଶ∞ିஶ dt ൏ ∞                 (4) 

を満たしているので，関数 tf(t)のフーリエ変換は存在す

る．よって F(ω)はωに関して微分可能である． 

３．地震動位相の微分可能性 地震動のフーリエ振幅

A(ω)および位相θ(ω)とフーリエ変換との関係は次式

で与えられる． Fሺωሻ ൌ Aሺωሻeି୧஘ሺனሻ               (5) 

ここで位相は文献 2)に倣い複素平面上で時計回りを正

している． 

 先に述べたように，F(ω)はωに関して微分可能であ

り，ωを変化させたとき F(ω)は複素平面上を滑らかに

動く．それにも関わらず，F(ω)から計算される位相θ

(ω)が微分不可能となることがあるとすれば，それはど

のような場合であろうか． 

 原理的には，図-1 に示すように，二つの場合が考え

られる．一つは，図-1 (a)に示すように，例えば地震動

位相を(－π，π)の範囲で定義していて，ωの増加と共

に F(ω)が複素平面上の第 3象限から第 2象限に移動す

る場合であり，このとき地震動位相に 2πの不連続が生

じ，地震動位相は微分不可能となる．もう一つは，図

-1 (b)に示すように，ωの増加と共に F(ω)が複素平面

上の原点を横切る場合であり，このとき地震動位相に

はπの不連続が生じ，地震動位相は微分不可能となる．

また，F(ω)がちょうど原点上を通過しない場合でも，

原点付近を通過する場合は，たとえωの変化に対する

F(ω)の変化がなめらかであっても，位相が急激に変化

し，群遅延時間の差分近似であるΔθ/Δωが数値的に

不安定となることがあり得る． 
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図-1 位相が微分不可能となる原理 

（矢印は複素平面上での F(ω)の動きを示す） 

 

 このうち前者すなわちアンラップ操作における問題

点については，佐藤 8)10)12)により巧妙な解決方法が提案

されている．すなわち，F(ω)の実部を R，虚部を I と

したとき，位相差分を ∆θሺωሻ ൌ െ	ୖ∆୍ି୍∆ୖୖమା୍మ             (6) 

で求める方法である（右辺の負号は位相を時計回りに

定義したことによる）．この場合，ωに対して位相は連

続的に変化するので，第 2 象限と第 3 象限の境界での

位相の不連続は生じない．しかしながら，F(ω)が原点

付近を通過する場合の問題については，この方法でも

解決ができない． 

 式(6)の両辺をΔωで除しΔω→0の極限をとれば 

ୢ஘ሺனሻୢன ൌ െ	ୖሺୢ୍/ୢனሻି୍ሺୢୖ/ୢனሻୖమା୍మ     (7) 

が得られる．右辺の dR/dωと dI/dωについては上で微

分可能であることを確認したので，右辺の分母（F(ω)

の自乗であることに注意）がゼロとなる場合を除けば，

位相θ(ω)が微分可能であることが確認できる．従って，

位相差分を式(6)で定める場合，位相θ(ω)が微分不可能

となるのは，F(ω)が複素平面上の原点を通過する場合

であり，またその場合に限られることがわかる． 

 また，数値計算上は，F(ω)がちょうど原点を通過し

なくても，原点に著しく接近するとき，式(6)の右辺の

分母が極めて小さい値となるので，位相差分および群

遅延時間の数値計算結果が不安定となることが考えら

れる．実際に 2001年芸予地震の際に広島港で観測され

た波形（NS成分）に対して群遅延時間の差分近似Δθ

/Δωを計算してみると（FFTのサイズは 218=262144と

した），図-2の上段に示すように，ところどころで著し

く絶対値の大きい値が出現した．これは文献 8)や文献 

 

 
図-2 広島港の波形に対し群遅延時間を差分近似Δθ/Δω
で計算した結果（上）とフーリエ振幅スペクトル（下） 

 

10)における位相差分の数値計算例と同様の傾向である．

そして，群遅延時間の差分近似の絶対値が著しく大き

い値を示している周波数においては，フーリエ振幅ス

ペクトル（図-2の下段）は極小値を示している． 

４．まとめ 地震動のフーリエ変換 F(ω)はωに関して

微分可能であるにも関わらず， F(ω)から計算される位

相θ(ω)は，アンラップ操作による不連続以外にも，ω

の増加と共に F(ω)が複素平面上の原点を通過するとき

微分不可能となる．数値計算上は，F(ω)がちょうど原

点上を通過しない場合でも，複素平面上で F(ω)が原点

に接近するとき，位相差分および群遅延時間の数値計

算結果は不安定となる． 
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