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1. はじめに 

ゴムは，車のタイヤをはじめとして，ダンパーや積

層ゴム支承などの構造物の免震・耐震装置，エンジン

マウント等の防振材，コンピュータ等の部品の衝撃吸

収剤など，様々な工業用途に広く応用されている．こ

れらの製品は，ゴムの柔軟性やエネルギ吸収性能を積

極的に用いているため，その性能は，主材料であるゴ

ムの力学特性に大きく依存する．ゴムは，耐久性や耐

候性の向上を目的として加硫時にカーボンやシリカな

どの添加剤を付加しているため，その応力-ひずみ関係

は，エネルギ吸収性能を示す（履歴ループを描く）よ

うになり，かつ応力進展方向やループ形状は，過去に

経験した最大変形量（Mullins 効果），ひずみレベル，

載荷振動数などに依存するようになる． 
本研究では，ゴムが示すこのような複雑な力学特性

を再現するためのゴム材料の構成モデルを構築する． 
 
2. ひずみ依存性を含む粘弾塑性モデル 

(1) 粘弾塑性モデルの自由エネルギ 
本研究では，ゴムのエネルギ吸収性能を表すために，

等容変形に関して，図-1 に示すような非弾性モデルを

用いる．ただし，ひずみに依存するエネルギ吸収性能

を再現するために，モデルの等容変形に関する自由エ

ネルギを，弾性部での自由エネルギ

(e)( )ψ H と，無次

元のひずみの関数 ( )Λ H の積として， 

 (e) (e)( , ) ( ) ( )ψΨ = Λ ⋅H H H H  (1) 

のように表す．ここに H は物質対数ひずみ（Hencky
ひずみ）テンソル

1)
，

(e)H は弾性物質対数ひずみテ

ンソル

2)
である．またψ は線形弾性体と同一形式で 

 (e) (e) (e) (e)1
( ) : :

2
ψ =H H HC  (2) 

 (e) 1
2

3
µ  ≡ − ⊗ 
 

I IC I  (3) 

とする．ここに µ +∈R （ +R は実数空間Rの正の部分）

は弾性部でのせん断弾性係数である．また， ( )Λ H は

非弾性モデルにおいて H に依存して塑性曲面が拡

大・縮小する割合を表す．本研究では ( )Λ H をハード

ニング関数(HD 関数）と呼ぶ．HD 関数の具体的な形

については後述する． 
(2) 非弾性部のひずみの発展方程式 

 次に，弾性ひずみ

(e)H の発展方程式は， 
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(e) 2 2
2

(1 ) (3 ) (3 )
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K
εθ θ
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− = − + Ω 

 
H H nɺ ɺ  (4) 

を用いる．ただし， 

 : /=n s s ，

(e)
:

ψ∂= Λ
∂

s
H

，

(0):σ σ= Λ  (5) 

 
2

2

1
:

2σ
Ω = s ，

21
:

2
K = Gɺ ， : dev( )=G H  (6) 

であり， [ ]0,1θ ∈ ， λ +∈R ，

(0)σ +∈R ， N +∈R は材料

定数である．また，

(0) (e)/(3 )ε σ µ≡ である． 

 
3. ゴムの超弾性-粘弾塑性ダメージモデル 

本研究では，ゴムの構成モデルとして，図-2 に示す

ように超弾性ダメージモデルと上述した M 個の粘弾

塑性モデルを並列に組み合わせたモデルを提案し，前

者により応力の進展方向を，後者によりエネルギー吸

収性能（履歴ループ）を表現する． 
(1) 全体の自由エネルギ 
 本モデルでの全自由エネルギ Φ は，各要素での自由

エネルギの和として次式のように表される． 

 (e) (e)
0

1

( , , ) : ( , ) ( ( ), )
M

k k k
k

d d
=

Φ = Ψ + Ψ∑C H C H C H  (7) 

ただし 0Ψ は超弾性ダメージ要素での自由エネルギ，

kΨ は k 番目 ( 1,2,..., )k M= の粘弾塑性要素での自由エ

ネルギを表す．また， d はダメージを表すスカラの変

数，C は右 Cauchy-Green テンソルC の等容変形部分を

表すテンソル，

(e)
kH は k 番目の粘弾塑性要素における

弾性物質対数ひずみテンソルを表す．なお体積変形に

関しては等方性の弾性体を仮定する． 

(2) 超弾性ダメージモデル 

本研究ではゴムに非圧縮を仮定し，超弾性ダメージ

要素では自由エネルギ 0Ψ に， 

 0 0( , ) (1 ) ( )d d ψΨ = − ⋅C C  (8) 

を用いる． 0ψ は無ダメージの状態での等容変形に関

する自由エネルギを表す．具体的な 0ψ として本研究

では，川端らによって提案されたモデル

3)
： 

 0 13
0 1 1 2 2 1

0

( 3) ( 3) ( 3)
1

nc
c I c I I

n
ψ += − + − + −

+
 (9) 

を用いる．ただし 1I ， 2I はそれぞれ

2 / 3J −≡C C の第 1

および第 2 不変量であり， 1 2 3, ,c c c +∈R および 0n +∈R
は材料定数である． 
 一方，ダメージ関数 d は，Ogden らの提案した次式

を用いる

4)
． 

 0
0

0 0

( ) ( ( ))
( ) : tanh

( )

t t
d t r

m t

ψ
β

 Ξ −
=  + ⋅Ξ 

C
 (10) 

ここに ( )tΞ は，初期状態(時刻 0)から現時刻 t の範囲に

おいて経験した等容変形分の自由エネルギ 0ψ の最大

値であり， 0
0

( ) : max ( ( ))
s t

t tψ
≤ ≤

Ξ = C のように表される．ただ

し， 0 [0,1]r ∈ ， 0m +∈R ， 0β +∈R は定数である． 

(3) 非弾性部の発展方程式 

 k 番目 ( 1,2,..., )k M= の粘弾塑性モデルにおける弾性

ひずみ

(e)
kH 発展方程式は，式(4)に習い， 
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(e) 2 2
2

(1 ) (3 ) (3 )
3

kN
k

k k k k k
k

K
εθ θ
λ

 
− = − + Ω 

 
H H nɺ ɺ  (11) 

と表せる．ただし， [0,1]kθ ∈ ， kλ +∈R ，

(0)
kσ +∈R ， 
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図-1 粘弾塑性モデルの概念図 

超弾性ダメージモデル

粘弾塑性要素 1

粘弾塑性要素 2

粘弾塑性要素 M

 
図-2 ゴムの超弾性-粘弾塑性ダメージモデル
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      (d) 単純せん断変形（0.5Hz）     (e) 単純せん断変形（2Hz）     (f) 単純せん断変形（5Hz） 

図-3 各種材料試験結果とモデルによる計算結果との比較 

 

kN +∈R は k 番目の粘弾塑性要素の材料定数である． 

(4) ハードニング関数

 

k 番目の粘弾塑性要素での HD 関数 kΛ として本研究

では， 

 
1 2 3 3

( ) 1
k k km m m

k

k k

e e e

h m

ξ ξ ξ+ + −
Λ ≡ +H  (12) 

のような形を提案する．ただし， 1 2 3( , , )ξ ξ ξ はG の主

値を表し， kh +∈R ， km +∈R は材料定数である． 

(5) 材料試験結果との比較 
 以上の構成モデルについて，粘弾塑性要素の数を

2M = とした場合に，防振用ゴムの材料試験結果

5)
と

の比較を行った．図-3 に各材料試験において得られた

応力-ひずみ関係と，本モデルから得られる計算結果と

の比較を示す．図-3 をみると，各種の多軸引張り試験

や動的単純せん断試験においてゴムの実挙動が比較的

精度よく再現できていることがわかる． 
 

4. まとめ 

 本研究では，工業用途のゴムが有するエネルギ吸収

性能を再現することを目的として，超弾性-粘弾塑性ダ

メージモデルを提案した．本モデルにより，ここで対

象とした防振ゴムについては，各種の材料試験結果を

精度良く再現できることがわかった． 
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